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Глава VI. Цилиндр, конус и шар

521. Докажем, что осевое сечение цилиндра — это
прямоугольник (ABCD). Одно основание цилиндра
получено из другого параллельным переносом, таким
образом, BC=AD, т.к. параллельный перенос сохраняет
расстояния. AB и CD перпендикулярны основаниям.
AB=CD, как отрезки параллельных прямых, заключеные
между двумя параллельными плоскостями, т.е. ABCD
— прямоугольник R=1,5 м, Р=4 м.

АС=BD= =+ 22 )R2(H 916DH 22 +=+ =5 (см)
522. АА1В1В — прямоугольник (см.п.521).
Из ∆АВ1В:

АВ=2R=48 · sin 60°= 324
2

348 =  см; R= 312  (см);

Н=В1В=48 · cos 60°=
2
48 =24 см;

Sосн=πR2=π ( 312 )2=π · 144 · 3=432 π см2.
523. АА1В1В — квадрат, АВ1=20 см. АВ=Н;

Н 2 =20 ⇒ Н=
2

20 =
2

220 =10 2 ,

Н=10 2 , Sосн=πR2, где R=
2
1  АВ=

2
1  Н=5 2 ,

Sосн=π (5 2 )2=50π см2.
524. Нет.
Пример изображен на рисунке.
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,
2
3tg

2
1

H
R2tg α⇒=α  ,3tg =α  .60o=α

;301
o=∠ ABB  ;301

o=∠ BAA

;120302180 ooo =⋅−=∠β  .601
o=∠ATA

527. АВ и О1О — скрещивающиеся прямые.
а) 1. Построим плоскость, содержащую АВ так, чтобы

плоскость была параллельна О1О. АА1ВВ1 — прямоуголь-
ник. ρ(АВ, ОО1)=ρ ((АА1В), ОО1).
Построим ОР ⊥ А1В, ρ(АВ, ОО1)=ОР=d. 2. r=10 дм, d=8

дм, АВ=13 дм, h=?

,22
1 drBPPA −==  ,drBA 22

1 −=

126264100BA1 =⋅=−= (дм),

5144169BAABH 2
1

2 =−=−= дм.
б) h=6 см, r=5 см, АВ=10 см, d=?

836100hABBA 22
1 =−=−= см

4PBPA1 == см. Из ∆ :1OPA  31625PArd 2
1

2 =−=−= см.

528. Пусть π — секущая плоскость, π|| .1OO
OO1   ⊥ плоскостям оснований, тогда прямые АВ и CD, по

которым π пересечет боковую поверхность цилиндра, также
перпендикулярны плоскостям оснований. Тогда АВСD —
прямоугольник. Точка А переходит в точку В и точка D
переходит в точку С.

529. АА1В1В — прямоугольник.

.., етdRAB
2
1 22 −= ;dR2AB 22 −=

=⋅−=⋅= HdR2HАВS 22

6441689252 =⋅=⋅−=  см2.
530. Пусть H=12 см, R=10 см, АА1В1В — квадрат.
AB=H=12 см,

=−=
2

12етdRAB
2
1 22 .., ,2d100 −  ,2d1006 −=

,10036 2d−=  ,642 =d  8=d см.
531. Пусть Н=10 дм, Sсеч=240 дм2, d=9 дм.

;ABHS ⋅=  24ABетAB10240 =⋅= ..,  дм.

,22 dRAB
2
1 −=  или ,81R12 2 −=  ,81R144 2 −=  ,2R255 =  15R = дм.
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532. ∠ВАС=ϕ — линейный угол двугранного угла .1ABCA
Пусть R — радиус основания цилиндра, Н — высота

цилиндра.
.2

111 RHSS CACA ==

,
sin)sin( ϕ

=
ϕ−

R
2180

AB
o

 т.е. ;
sincossin ϕ

=
ϕϕ

R
2

AB

;cos ϕ= R2AB ;cos HR2HABSS BABA2 11
ϕ=⋅==

.
coscos ϕ

=
ϕ

= 1
RH2

RH2
S
S

2

1

Ответ: 
ϕcos

1 .

533. ;,
H2
SRилиRH2S ==

.., етdRAB
2
1 22 −= ;2dAB 2H4

2S −=

=−=⋅= 2
сеч dH2HABS 2H4

2S .222 dH4S −

534. Из ∆AOB: .ROBAO ==

dABBM 3
2
1 ==

тогда ;tg
d

BM 360 == o

;dBM 322 =  ;dAB 32=

.dhS 32=

535. По условию: 2=d см, .AOB o60=∠

;
3

2BKтогда,
3

130tg
2

BK
OK
BK ==== o

3
34

3
4BK2AB ==⋅=  см.

BBAA 11  — прямоугольник, 40310
3

34 =⋅=S  см2.

536. ACB∠  — вписанный, т.к. ,ACB o90=∠  то он
опирается на диаметр.
Пусть h — образущая, равная высоте цилиндра, R — радиус цилиндра,

далее ,xBC =  тогда .xRAC 224 −=
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,4 22
21 1111

xRhSSxhSSS AACCCCBB −⋅======

,xR4hxh 22 −⋅= или ,xR4x 22 −=  ,xRx 222 4 −=  ,Rx 22 42 =

22 2Rx = , Rx 2= , .xR
2

=

Площадь осевого сечения

2
223

xhRhS == . .S)xh(S 223 =⋅=

Ответ: S2 .
537. По условию D=1м; Н=πD.

,rHSбок π= 2  
2
1

2
1 == Dr (м), π=⋅π= 1H  м, 2

2
12 π=π⋅⋅π=бокS  м2.

538. По условию ,SSбок =

,SrhSбок =π= 2  ;Srh
π

=2  .SrhhABS BBAA π
==⋅= 2

11

539. 51,D = м, 3=H м, на 1 м2 — 200 г краски.

,SrrhSS бакаоснполн =π+π=+ 22

=




π++⋅⋅π=π+π=

2
2

2
51351 ,,rВРSповбака

=π+π=⋅π+⋅π= 125154
2
25254 ,,,, π6255, .

Тогда количество краски: ππ 125,1625,52,0 =⋅  кг.
540. По условию: ,12=− RH

ππ 288)(2 =+= HRRSполн  см2. Запишем систему:





π=+π
=−

,288)HR(R2
,12RH





=+π
=−

.144)HR(R2
,12RH

;)R(RR 144122 =++  ;RR 07262 =−+

.R , 93729321 ±−=+±−=

Очевидно, ,R 0>  т.е. 6=R  см, 18612 =+=H  см.
541. По условию: 20=d =0,2 м,

,ldlrSбок ⋅⋅π=⋅⋅π= 2  ,d,Sшв 100
152 ⋅π=

42,0 ⋅⋅π=+ бокбок SS =⋅π+π=⋅⋅π+
100

528080
100

42052 ,d,,,d,

=+π=




 +π= ),(,, 0250180

100
25180

40
π820,  м2.
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542. По условию: ;SSосн =  .RS 2π=
Пусть высота цилиндра h. Из .BAA 11∆

,tg
h
R ϕ=2  ,SR

π
=  ,Sctg

tg
Rh

π
⋅ϕ=

ϕ
= 22

π
π⋅ϕ⋅

π
π=π= S2ctgS2Rh2Sбок  .SctgSctg ϕ=

π
ϕπ= 44

Ответ: 4Sctg ϕ .
543. Sбок = 2πRh, Sполи = 2πR(h + R),

)1(
2
ABR,Rh2AB ⋅

π
=π= ; )2(AAh 1 ⋅=

Диагонали прямоугольника равны и в точке Т делятся пополам (по свой-
ствам прямоугольника).
Из 1ATA∆  по теореме косинусов имеем:

=ϕ−=ϕ⋅⋅−




+





= cosddcosddddAA

4
2

4
2

22
2

22

2222
2
1

,
2

sin
2

sin2
2

)cos1(
2

222
22 ϕϕϕ ddd =⋅=−=

,sindsindAA
22

22
1

ϕ=ϕ=  .hAA =1

Из ATB∆ по теореме косинусов: =ϕ−⋅⋅−




+





= )180cos(

2
d

2
d2

2
d

2
dAB

22
2 o

2
2

d)cos1(
2

dcos
4
d2

4
d2 2222

⋅=ϕ+=ϕ+= ,cosdcos
22

222 ϕ=ϕ

;cosdcosdAB
22

22 ϕ=ϕ=  ;
cosdABR

π
=

π
=

ϕ

22
2

2222
2 22 ϕϕ=ϕ⋅

π
π=

ϕ

cossindsind
cosd

Sбок

;sindcossind
22

1
22

2
2
1 22 ϕ=ϕϕ⋅=

;cosdcosd
RSосн 244

2
2

2

22
2 2 ϕ

π
=

π

π
=π=

ϕ

 ;SSS оснбокполн 2+=

=ϕ
π

+ϕ=ϕ⋅
π

+ϕ=
24224

2
2
1 2

22
2

2
2 cosdsindcosdsindSполн ).

2
cos1(sin

2
d 2

2 ϕ
π

+ϕ

Если за основание принять 1AA , а за высоту — АВ, то бокS  не изменится.
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;
sindsind

RSосн π
=

π
⋅π=π=

ϕϕ

44
22

22

2

22
2

Ответ: .sindsind
sind

sindSполн 222
1

4
2

2
1 2

2
2

22
2 2 ϕ

π
+ϕ=

π
⋅+ϕ=

ϕ

544. .RSосн
2π=

Очевидно, сторона квадрата равна .
2

d

;
22
dR.е.т,R2

2
d

π
π

⋅
==  .

88

2

2

2

ππ
π ddSосн =

⋅
=

545. Пусть aOAR == , .1 aAAH ==

а) осевогоS ;222 2aaaRHсеч ===

б) ;222 2aaaRHSбок πππ ===

в) .4)(22 222 aaaSполн πππ ===
546. а)

baSбок π2=  abSбок π2=

бокS одинакова.

б) ,SbbaSполн 1
222 =π+π=  ,aabSS полн

2
2 22 π+π==

.
)(2
)(2

2

1

b
a

baa
bab

S
S =

+
+=

π
π

Ответ: 
2

1
S
S

b
a = .

547. По условию 15== hSO см, 8== OAR см,

=+=+= 2222 815OASOAS  1764225 =+= см.

548. а) o30=α  по условию

36
2

31230 ===α== ocosAScosASAOR см,

π=π⋅⋅=π=π= 10833636 22 )(RSосн см2;

A

A1
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б) o45=α  по условию 26
2
212 ⋅=R см,

π=⋅π= 7226 2)(Sосн см2;

в) o60=α  по условию 6
2
112 ⋅=R см2.

π=⋅π= 3662
оснS см2

549. По условию 8== hPO дм.

а) осн1 S
2
1S = ; б) ,SS осн4

1
1 =

Плоскость, параллельная основанию, пересекается с
ко-нусом по окружности и разбивает конус на две части.

11APO∆ ∼ POA∆ ; ,
OA

AO
PO
PO 111 =  .

r
rPO 11

8
=

,
S

r

,rS

кр

кр

π
=

π=

2

2

 .
S
SPO

осноснS

S
11

1

8
==

π

π

а) 24
2

8
2
188 1

1 ====
оснS
S

PO дм; б) 4
2
8

4
181 ===PO дм;

550. Пусть ,APB o90=∠  5== OBAO см, ?S APB =∆

,APPBAPS APB
2

2
1

2
1 =⋅=∆

222 ABAP = (по теореме Пифагора), 10=AB см.

50425
2
12 =⋅⋅=AP см2, тогда 25

2
50 ==∆APBS см2.

551. а) Обозначим ,BPC o30=∠ PC=PB=2r.

;sinPCPBSBPC
o30

2
1 ⋅⋅=  2

22
22 rrrSBPC =

⋅
⋅= ;

б) Дано ,BPC o45=∠

2
22

222 2rrrSBPC =
⋅

⋅⋅= ;

в) Дано ,BPC o60=∠  3
22

322 2rrrS BPC =
⋅

⋅⋅= .

552. Дано ,hPO = ,APO o60=∠  ,PBAP⊥  PB  — об-
разующая.

1) ,hAP 2=  (РО — катет, лежащий против угла в o30 );
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2) hPBAP 2== — как образующие конуса;
3) ∆АРВ прямоугольный.

,PBAPSAPB ⋅=
2
1  22

2
22 hhhS =⋅= .

553. Дано: АРВ — осевое сечение. 6=APBS дм2, 8=оснS дм2.

1) ,ABPOS APB ⋅=
2
1  .rAB 2=

,rhrPOSAPB =⋅=
2

2  ;rh=6  (1)

2) ,rSосн
2π=  ;r28 π=  (2)

3) из (2) ;r
π

=
π

= 228  из (1) 
8

6
2

3
22

66 π=π=π==
r

h дм.

554. Дано ВС — хорда, стягивает угол а) в ;60o  б) в .90o  ?=сечS
Проведем ОК ⊥ СВ и соединим точки Р и К. По теореме о трех перпенди-

кулярах: РК ⊥ СВ. РК — высота  треугольника ВРС.

.PKCBSS BPCсеч ⋅==
2
1

а) ВС=r.

Из ∆РОК: ,OKPOPK 22 +=  из ∆СРК: .CKCPPK 22 −=

,rlrlrlPK
2

4
4

4
2

22222
2 −=









 −=




−=

;rlrrlrSсеч
22

22
4

42
4

2
1 −⋅=−⋅⋅=

б) ;rCB 2=  ,rlrlrlPK
2

2
22

222
2

2
2 −=





−=





−=

.rlrrlrSсеч
22

22
2

22
2

2
1 −⋅=−⋅⋅=

555. Дано: ОР=h=10 см, ВС — хорда,
,60o=∠COB  двугранный угол между плоскостью основания и плоско-

стью ВРС равен: а) ;30o  б) ;45o  в) .60o  ?=BPCS
Построим линейный угол данного двугранного угла. Проводим ОА ⊥ ВС,

строим отрезок РА. По теореме о трех перпендикулярах РА⊥ВС.

PAOPO
BC OA

⊥
⊥

, поэтому ∠РАО — линейный угол двугранного угла.
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а) ∠РАО= .30o  Из ∆РОА: ,h
sin

hPA 2
30

==
o

 из

∆СОВ: ВС=r=2СА,

,tg
OA
CA

3
130 == o  .OACA

3
=

Из ∆РОА: ,tg
OA
h

3
130 == o  .hOA 3=

Итак, ,hhCA ==
3
3  .hBC 2=  ,PABCSсеч ⋅=

2
1  2222

2
1 hhhSсеч =⋅= ,

2001002 =⋅=сечS см2.

б) ∠РАО= .45o  2hPA = см 210= см, ,hOA =  ,
3

hCA =

;hBC
3

2=  6
3

1006
3

2
3

2
2
1 2

=⋅=⋅⋅= hhhSсеч см2.

в) ;PAO o60=∠  ;tg
OA
h 360 == o  ,hOA

3
=

( ) 333 2
hhOACA === см, 

3
2hCB = см, 

3
2

60
⋅== h

sin
hPA

o
см.

9
2

33
2

3
2

3
2

2
1 22 hhhhSсеч ==⋅⋅= см2. 

9
3200

9
10032 =⋅=сечS см2.

556. Дано: α ⊥ оси конуса РО.
Докажем, что
1) сечение конуса плоскостью α будет кругом с

центром в точке О1;

2) .r
PO
PO

r 1
1 =

Возьмем некоторую точку α∈1M  и точку ).( 111 rOM ∈  (на плоскости
α строим окружность с центром в точке О1 и радиуса r и на этой окружно-
сти выбираем произвольную точку М1).
Через точку Р и точку М1 проводим прямую РМ1, которая пересечет

плоскость основания конуса в точке М. ∆РО1М1∼∆РОМ как прямоугольные,
имеющие одинаковый острый угол.

;
PM
PM

PO
MO

PO
PO 1111 ==  constrr

PO
PO

PO
MOPO

OM ==⋅=
⋅

= 1
11

11  при задан-

ной точке Р и окружности ).r(O 11
Тогда: точка М — произвольная, значит, все точки луча РМ1, пересекаю-

щие плоскость основания конуса, лежат на окружности О(r), т.е. равноуда-
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лены от некоторой точки О на расстояние r, что видно из формулы. РМ —
образующая конуса по определению.

4) Образующие составляют коническую поверхность, поэтому докажем,
что существует произвольная точка α∈1M , PMM1 ∈ такая, что

).( 111 rOM ∈
5) ∆РО1М1 ∼ ∆РОМ (РМ — образующая).

constrr
PO
PO

OM
PO
PO

MO ==⋅=⋅= 1
11

11  при заданной точке Р и r.

Тогда: эта окружность будет сечением боковой поверхности, а круг, гра-
ницей которого является ),( 11 rO будет сечением конуса плоскостью α.

557. См. рисунок к задаче 556: ,
PO
PO

OM
MO 111 = или

;
PO
PO

r
r 1

2

1 =  ;rS 2
11 π=  2

22 rS π= .

Запишем отношение: ;
PO
PO

r
r

2

2
1

2
2

2
1 =  .

PO
PO

S

S

2

2
1

2

1
=

π

π

558. 1) ;rllSбок π=απ=
o360

2

2) 516922 =+=+= Hrl (см);

3) =α⇒⋅⋅π=α⋅⋅π 53
360
25

o
.oo

o

216372
25

53360 =⋅=
⋅π

⋅⋅π⋅

559. ,coslr
2
160 == o  .r

2
1=

.lrlSбок ⋅⋅π=απ=
o360

2

Вычислим градусную меру дуги α: .
l

ll o
o

180
2

360
2 =

⋅⋅π
⋅⋅π⋅=α

560. Обозначим .xAPO =∠

,
360

2
lrl ⋅⋅= παπ

o
 где ,APl =  .OAr =

.
360360

2

oo

l
l

lr α
π

απ =
⋅

=

а) ;
2
1

360
180 =⋅=

o

o lr  б) ;
4
1

360
90 =⋅=

o

o lr  в) .
6
1

360
60 =⋅=

o

o lr
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Из ∆АРО: .sin
l
r

PA
AOx ==

а) ,
2
1sin =x  ,30o=x  ;602 o==∠ xAPB

б) ,
4
1sin =x  ,

4
1arcsin=x  ;

4
1arcsin2=∠ APB

в) ,
6
1sin =x  ,

6
1arcsin=x  .

6
1arcsin2=∠APB

561. По условию 9=r см, .120o=ϕ
Пусть l  — длина дуги сектора, получающегося в результате развертки

конуса.

o
l

360
2 ϕπ= r = π=⋅⋅π 6

360
12092
o

o

.

С другой стороны l  — это длина окружности основания конуса, тогда

радиус основания R= 3
3
6

2
=

π
π=

π
l см.

Тогда π=π= 92rSосн  см2.

267298122 ==−=−= RrH  см.
562. ∆АОР — равнобедренный;

;,sinlOAr
2

25645 ⋅=== o  ,rlSбок π=

28
16956

2
256 π=⋅⋅⋅π= ,,Sбок  см2.

563. Дано: 21,H = см, 60,Sсеч = см2.
1) );rl(rSполн +π=

2) ,HrHr2
2
1POAB

2
1SAPB ⋅=⋅⋅=⋅=

2
1

12
6

2,1
6,0r2,1r6,0 ===⋅=  см;

,rHl 22 +=  69,125,044,1l =+= 31,=  см;
4) π=⋅⋅π=+⋅π= 908150315050 ,,,),,(,Sполн  см2.

564. По теореме синусов: ,r2
sin

a =
α

 следовательно, 
α

=
sin2
ar

l
r =cos ϕ , следовательно ,

cos
rl

ϕ
=
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;
cossin2

al
ϕα

=  ),lr(rSполн +π=  тогда

=





ϕα

+
αα

⋅π=
cossin2

a
sin2
a

sin2
aSполн

= )
cos

(
sin
a

sin
a

ϕ
+⋅

α
⋅

α
π 11

22

2
.

cossin4
)cos1(a

2

2

ϕα
ϕ+π=

565. При вращении получим коническую поверхность.
,rlSбок π=  ).rl(rSполн +π=

10643686l 22 =+=+= (см);
π=⋅⋅π= 80108Sбок (см2);

π=π⋅⋅=+⋅π= 144818)810(8Sполн  (см2).
566. Sбок = 2Sбок =πrl.

,sinϕmr =  ;ml =

;sinmmsinmS 2
бок ϕπ=⋅ϕπ=

.sinm2S 2
пов ϕπ=

567. Дано: 3r1 = см, 6r2 = см, 4H = см.
Проведем А1М ⊥ ОА.
А1М=Н=4 см, АМ=3 см,

5916AMHAA 22
1 =+=+= (см).

568. Проведем А1М ⊥ ОА.
А1М=О1О=Н см, АМ=6 см.

а) 836100610H 22 =−=−=  см;

б) Sсеч=Sтрапеции 644168
2
115S OOAA 11

=⋅=⋅+=  см2,

128Sсеч =  см2.
569. Осевое сечение усеченного конуса

— равнобедренная трапеция с
основаниями 2r и 2R. Вычислим высоту
трапеции ОО1=Н. АК=R — r, ∆АВК —
прямоугольный равнобедренный, ВК=О1О=Н=R — r.

=−⋅+=⋅+= )rR(
2

R2r2H
2

ADBCSABCD  = .rR)rR)(rR( 22 −=−+

570. Дано 80Sбок = см2, ,OMPO =  .PMCD⊥
,l)rr(S 1бок +π= где ,OCr =  ,MAr1 =  .CAl =  СО

— средняя линия в ∆АРМ, АС=СР.
.APrS 1бок π=  Обозначим ,lCPAC ==  тогда
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,80l2r1 =⋅π или 40lr1 =π (*). POC∆ ∼ .PMA∆

;
PA
PC

MA
OC

PM
PO == ,

2
1

r
r

l2
l

r
r

11
=⇒=  .

2
r

r 1=

Из (*) ;
r

40l
π

=  60
2

40340
2 1

1

1
1

1
=

π
⋅⋅π=

π
⋅+π=

r
r

r
)r

r
(Sбок .

571. Пусть ,rCB 1= ,rAD =  ,DCl =  .BAH =
Проведем .DACM⊥

Из :DCM∆  3
2

22345cos23DM =⋅== o ;

743rDA =+== см.

;l)rr(S 1бок +π=  =+π= 23)74(Sбок π=⋅⋅π 2332311  см2;

),rr(SS 2
2

2
1бокполн +π+=

.65233)4916(233Sполн π+π=+π+π=
572. Дано: 1 м2 – 150 г, N=100 ведер.

,l)rr(S 1бок +π=

,rS 2
1осн π= =⋅⋅π++π= 2]1030)1510([S 2

полн

= π⋅=+π=π+⋅⋅π 2850]100750[2]1003025[2 π= 1700 см2;
1 м – 100 см, 1 м2 – 104 см2, хм2 – 1700π см2,

π=
⋅

π= 17,0
100100

1700x  м2.

π17,0=S  м2; π17100 =S м2.
Расход краски составит: π=π⋅ 55,21715,0  кг≈8,012 кг.
573. Через три точки проходит единственная плоскость, то

есть через точки А, В и О. Сечение — это окружность,
проходящая через центр сферы.
а) Проведем радиусы ОА и ОВ. ∆АОВ — равнобед-

ренный, ОМ — медиана. Тогда, ОМ также и высота, то
есть ОМ ⊥ АВ.
б) Если ОМ ⊥ АВ, то ∆ОМА=∆ОМВ. (ОМ — общий

катет, ОА=ОВ=R). тогда, МА=МВ, точка М — середина АВ.
574. Проведем секущую плоскость через точки А, В и

О. Сечение серы этой плоскостью будет окружностью
радиуса R с центром в точке О. ОМ — медиана в
равнобедренном ∆АОВ, поэтому ОМ⊥АВ.
а) R=50 см, АВ=40 см.

20AB
2
1AM ==  см.

Из ∆АОМ: =−= 22 AMOAOM =−=− 2222 2050AMR
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==−= 21004002500 2110  см;
б) R=15 мм, АВ=18 мм.

12144915)AB
2
1(ROM 2222 ==−=−=  мм;

в) R=10 дм, ОМ=60 см, найти АВ. ОМ=60 см=6 дм.

864610OMOAAM 2222 ==−=−=  дм, 162 == AMAB  дм;
г) R=а, ОМ=b.

.baOMROMOAAM 222222 −=−=−=

575. Проведем плоскость через точки А, В и точку О
— центр сферы. В сечении получим окружность радиуса
R, проходящая через центр сферы. В равнобедренном
∆ОАВ проведем ОМ⊥АВ. ОМ — высота в равно-
бедренном треугольнике, таким образом, ОМ — меди-

ана, .mMBMA
2

==  ОМ — искомое расстояние.

.mRmRMAOAOM
2

4
4

222
222 −=−=−=

576. а) ),;;(A 742 −  .R 3=
2222 R)zz()yy()xx( ooo =−−−+− имеем:

;)z()y()x( 9742 222 =−−++−

б) ),;;(A 000  ,R 2=  ;zyx 2222 =++  аналогично (a)

в) ),;;(A 002  ,4=R  162 222 =++− zy)x( , аналогично (a).
577. а) ),;;(A 022−  ).;;(N 105 −
Уравнение сферы с центром в точке );;( ooo zyxC имеет вид:

2222 R)zz()yy()xx( ooo =−−−+− .

В нашем случае оно имеет вид: .Rz)y()x( 2222 22 =+−++
Т.к. точка N лежит на сфере, то ее координаты удовлетворяют данному

уравнению:
,R)()()( 2222 12025 =−+−++  ,R 21449 =++  ,R 542 =

поэтому уравнение сферы имеет вид: ;z)y()x( 5422 222 =+−++

а) ),;;(A 022−  ).;;(N 000  2222 R)zz()yy()xx( ooo =−+−+−

.)2()2( 2222 Rzyx =+−++

,0)20()20( 2222 R=+−++  ,44 2R=+  .82 =R

Уравнение имеет вид: 822 222 =+−++ z)y()x( ;
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б) ),;;(A 022−  ).;;(N 135

,R)z()y()x( 2222 000 =−+−+−  ,Rzyx 2222 =++

,R 2222 135 =++  ,351925 =++  .R 352 =

Уравнение имеет вид: .35222 =++ zyx

578. а) .zyx 49222 =++
2222 R)zz()yy()xx( ooo =−+−+− , где R — радиус сферы, )z;y;x( ooo

— координаты точки С, центра сферы. В нашем случае
;xxx o =− ;yyy o =−  ,zzz o =− поэтому ;xo 0=  ;yo 0=  ,zo 0=

а .R 749 == Координаты центра (0;0;0), радиус: 7.

б) .z)yy()xx( oo 2222 =+−+−
2222 R)zz()yy()xx( ooo =−+−+− , ,xxx o−=− 3  ;3=ox

,yyy o−=+ 2  ;2−=oy  ,zzz o =−  ;0=oz  ,R 22 =  .R 2=

Координаты центра: (3;–2;0), радиус: .2
579. а) ,zyxx 04 222 =++−

,zy)xx(xzyx 044444 222222 =−+++−=−−++

−=++− 2222 22 zy)x( уравнение сферы.
Координаты центра (2; 0; 0), радиус: 2;
б) ,yzyx 242222 =−++ ,z)yy(x 24112 222 =+−+−+

.z)y(x 222 5251 ==+−+
Координаты центра (0; 1; 0), радиус: 5;
в) ,zyxx 32 222 =+++ ,zy)xx( 3112 222 =++−++

222 241 ==+++ zy)x(  — уравнение сферы с центром (01; 0; 0), радиус: 2;

г) ,,zzyyxx 5223 222 =−+++−

,,)zz()yy()xx( 52112
4
9

4
9

2
32

4
1

4
1

2
12 222 =−+−+−+⋅−+−+⋅−

=++=+++=−+




 −+





 − 1

4
10521

4
9

4
1521

2
3

2
1 2

22
,,)z(yx

= ,)(,, 2661515252 ==+=++

22
22

61
2
3

2
1 )()z(yx =−+





 −+





 −  — уравнение сферы; в точке с ко-

ординатами 




 + 1;

2
3;

2
1  расположен ее центр, радиус равен .6



76

580. Сечение шара плоскостью — это круг. ОВ ⊥ плоскости сечения,
ОВ=9 дм, ОА=R.
Из прямоугольного треугольника ОВА:

=−=−= 2222 OBROBOAAB

401600811681941 22 ==−=−=  дм.
Площадь круга в сечении:

π=⋅π=π= 16004022)AB(S  дм2.
581. Плоскость треугольника АВС пересекает сферу

с центром в точке О по окружности, которая описана
около ∆АВС. Из точки О проведем ОК
перпендикулярно плоскости АВС, ОК — искомое
расстояние, точка К — центр описанной около ∆АВС
окружности. Соединим точку К с одной из вершин
∆АВС, например, с А, проведем радиус в точку А.

∆ОКА — прямоугольный, тогда по теореме Пифагора:

.AKKAOAOK 2222 13 −=−=
Найдем длину АК.

,
S

CACBABAK
ABC∆⋅

⋅⋅=
4

,)CAp)(ACp)(ABp(pS ABC −−−=∆

,p 12
2

1086 =++= 242262462624612 =⋅⋅=⋅⋅⋅⋅=⋅⋅⋅=S см2,

5
424

52224
244
1086 =

⋅
⋅⋅⋅=

⋅
⋅⋅=AK см, 1214425169513 22 ==−=−=OK см.

582. Плоскость прямоугольника пересекает сферу по окружности, которая
будет описанной около прямоугольника ABCD. Центр окружности находится в
точке пересечения диагоналей прямоугольника. Пусть О — центр сферы, сле-
довательно ОК ⊥ плоскости ABCD, ОК — искомое расстояние.
Из прямоугольного ∆ОКА вычислим ОК:

.AKRAKOAOK 2222 −=−=

8
2

16 ==AK см, 664100810 22 =−=−=OK см.

583. Равнобедренный ∆PQR «положили» на сферу,
он касается сферы в точках А, В, С. Проведем из
центра сферы О перпендикуляр ОО1 на плоскость PQR.
О1А ⊥ PR, O1B ⊥PQ, O1C ⊥ RQ. (По теореме о трех

перпендикулярах О1А, О1В, О1С перпендикулярны к
сторонам треугольника PQR).

∆ОО1А=∆ОО1В=∆ОО1С (прямоугольные, где О1О
— общий катет, ОА=ОВ=ОС=R).
Тогда: точка О1 — центр вписанной окружности.
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Вычислим радиус вписанной окружности:

,
p

S
r PQR∆=  16

2
121010 =++=p см.

По формуле Герона: 4826446616 =⋅⋅=⋅⋅⋅=∆PQRS см2,

3
16
48 ==r см.

По теореме Пифагора из ∆ ОО1В найдем ОО1:

435 22222
1

2
1 =−=−=−= rRBOOBOO см.

584. см.538, за иключением: вместо ∆PQR будет ∆АВС. Рассуждения по-
вторяются; точка О1 — центр вписанной в ∆АВС окружности. Пусть ее ра-
диус равен r.

,
p

S
r ABC∆= 21

2
42

2
151413 ==++=p см.

По формуле Герона: =⋅⋅⋅=−−−= 67821151413 )p)(p)(p(pS

= 8422373272437 =⋅⋅⋅=⋅⋅⋅⋅⋅⋅ см2.

4
21
84

1 === FOr см.

Из прямоугольного ∆ОО1F по теореме Пифагора:

392222
1 ==−=−= rRrROO см.

585. Из центра сферы — О, опустим перпенди-
куляр ОО1 к плоскости ABCD. Проведем O1L ⊥ DC,
O1M ⊥ BC, O1N ⊥ AB, O1K ⊥ AD. (По теореме о трех
перпендикулярах OL, OM, ON, OK перпендикуляр-ны
к соответствующим сторонам ромба). ∆OO1L=
=∆OO1K=∆OO1N=∆OO1M (прямоугольные, О1О —
общий катет, ОК=OL=ON=OM=R). Тогда, O1K=O1L=
=O1N=O1M, точка О1 равноудалена от сторон ромба,
таким образом О1 — центр вписанной в ромб окруж-
ности. Пусть ее радиус равен r. Тогда из ∆OO1L:

.rrRLOOLOO 2222
1

2
1 100−=−=−=

Вычислим r. BD=15 см, АС=20 см.

=+= 2
1

2
1 DOCOCD  =+=





+





 22

22

2
1

2
1

2
1 BDACBDAC

2
25

2
625400225

2
1 ==+= (см).

.rLOCDS CDO ⋅⋅=⋅=∆ 2
25

2
1

2
1

11
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С другой стороны .BDACSS ABCDCDO 1520
8
1

2
1

4
1

4
1

1
⋅⋅=⋅⋅⋅==∆

Запишем уравнение:

1520
2
1

2
25

2
1 ⋅⋅=⋅⋅ r , 6

252
3545

252
1520 =

⋅
⋅⋅⋅=

⋅
⋅=R см,

864361006100 2
1 ==−=−=OO см.

586. Запишем уравнение:
,dRyx 2222 −=+

где R — радиус сферы, d — расстояние от ее центра до плоскости α.
а) R=6 дм, d=ОН=60 см=6 дм. ОН — высота тетраэдра, тогда,

ОН ⊥ плоскости АВС и ОН=d.
R=d. Сфера и плоскость имеют одну общую точку, т.е. касаются.
б) R=3 м, ОН=d=95 см=0,95 м. ,dR >  .dR 022 >−

2222 dRyx −=+  — это уравнение окружности на плоскости АВС. Зна-
чит, сфера и плоскость основания тетраэдра пересекаются по окружности.
в) R=5 дм, d=OH=45 см=4,5 дм.

,dR >  .dR 022 >−
Как и в б) — сфера и плоскость пересекаются.
г) R=3,5 дм, ОН=d=4 дм. ,dR <  .dR 022 <−

2222 dRyx −=+ не имеет решений, т.е. плоскость АВС и сфера не
имеют общих точек.

587. Если R > d, то секущая плоскость и сфера пересекаются по окружно-

сти радиуса 22 dRr −= . В сечении будет окружность, площадь которой

)dR(rS 222 −π=π=  (круг, соответствующий окружности r).
а) R=12 cм, d=8 см. R > d, секущая плоскость и сфера пересекаются.

,dRr 222 −=  ,r 8064144812 222 =−=−=  π=π= 8080S  см2.

б) S=12 см2, d=2 см. ;dRS 22 π−π=  ,dSR 22 π+=π

,SdSdR
π

+=
π

+π= 2
2

 
π

+= 124R см.

588. .RNOOO
211 ==  Пусть .rBOAO == 11

Тогда из прямоугольного :1AOO∆

а) 
2

3
4

2
22

1
2 RRROORr =−=−= .

б) Площадь боковой поверхности прямого кругового
конуса вычислим по формуле:
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,rlSбок π=  .ROAl == , .RRRrRSбок 2
3

2
3 2π=⋅⋅π=π=

589. Опустим перпендикуляр ОО1 к плоскости
сечения, соединим точку О1 с точками В и С (точка С
получается в результате продолжения отрезка ВО1 до
пересечения со сферой).

∆СОВ — равнобедренный, в нем ОО1 ⊥ СВ, тогда,
ОО1 тоже является медианой, СО1=О1В.
Точка О1 равноудалена от точек С и В, лежащих на

окружности, по которой сечение пересекает сферу. Точка О1 — центр ок-
ружности, .OBO1 α=∠ Пусть rBO1 = , тогда

а) 2=R см, .o30=α

Из :BOO1∆  ,rL;RcosRrBO π==== 2
2

3301
o  π=π=π= 323

2
32 RRL см.

б) 5=R м, .o45=α  ;RcosRr
2

245 == o

π=π=⋅π=π= 252
2

222 RRrL  м.

590. С — точка, касания плоскости α со сферой;
плос-кость с — касательная к сфере; β образует с α
угол ϕ; β пересекается с шаром по окружности, диа-
метр которой СВ.
Построим ОО1 ⊥ СВ, соединим точку О с точками С

и В. BOOCOO 11 ∆=∆ (прямоугольные, ОО1 — общий

катет, ).ROBOC ==  Тогда, ,11 BOCO = точка 1O  — центр окружности,
по которой плоскость β пересекает шар.
Построим сечение шара плоскостью СОВ.
ϕ — угол между плоскостями α и β.

,OCB ϕ−=∠ o90 поскольку BOC∆  — равнобедрен-

ный, то .OBO ϕ−=∠ o901

Из :1BOO∆  .sinR)cos(RrBO ϕ=ϕ−== o901

Площадь сечения шара ,rS 2π=  .sinR)sinR(S ϕπ=ϕπ= 222

591. Построим сечение плоскостью, проходя-
щей через центр шара, (точку О), и перпендику-
лярной ребру двугранного угла .MN  Тогда
построенная плоскость перпендикулярна α и β.
Проведем ОВ перпендикулярно к плоскости α и
ОА перпендикулярно к плоскости β.

.ROAOB ==
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ОА ⊥ β, АС ⊥ MN  (по построению).
ОС⊥MN — по теореме о трех перпендикулярах.
ОС — расстояние от центра сферы до ребра MN ,

ОС=а. ∆ОВС=∆ОАС (ОВ=ОА=R, ОС — общая),
тогда ОС — биссектриса угла ∠АСВ, ∠АСВ= ,120o

тогда, ∠ОСА= .60o  Из ∆ОСА имеем: .asinaROA
2

360 === o

AB — расстояние между точками касания.
∆АОВ — равнобедренный, ∠ОСА= ,60o тогда, ∠ОВА=∠ОАВ= ,60o

∆АОВ — равносторонний, АВ=ОА= .a
2

3

592. α — касательная плоскость к сфере,
,P α∈  КР=15 см, ОК=ОА=R=112 см. Дока-

жем, что точка OPA∈ будет ближайшей
точкой к точке Р.
Выберем произвольную точку N на

сфере. Проведем отрезки NO и NP. По
свойству сторон треугольника:

,OPNPON >+  ,APOAOP +=  ,APRNPR +>+  .APNP >
Итак, ,NPAP < а далее так как точка N выбрана произвольно, то утвер-

ждение доказано. Из прямоугольного ∆ОКР имеем:

=+=+=+=+= 225125441511215 222222 RKPOKOP

= 11312769 =  см, 1112113 =−=−= ROPAP  см.

593. .RS 24π=

а) π=⋅π=⋅π= 14436464 2S  см2;

б) π=⋅π= 1624 2S  см2;

в) π=⋅π= 824 2)(S  м2;

г) π=⋅π=⋅π= 48124324 2)(S  см2.

594. ,RSсеч
29 π==  

π
= 92R  м2; 36944 2 =

π
⋅π=π= RS  м2.

595. 324=S см2, ,RS 24π=  
π

=
π

=
π

= 981
4
324R  см.

596. Первая сфера: .RS 2
11 4π=  Вторая сфера: .RS 2

22 4π=

Множитель π4 одинаковый, тогда, 1S  пропорционально ,R 2
1  2S  про-

порционально 2
2R .

Доказано.
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597. ,RSсф
24π=  5=R м, π=⋅π= 10054 2

сфS  м2;

,LS 2π=  L — радиус круга. ,L 1002 ⋅π=π  ,L 1002 =  10=L  см.
598. Проведем диаметр сферы перпендикулярно к данным параллельным

сечениям. Через диаметр проведем секущую плоскость. Она пересечет сфе-
ру по окружности, радиус которой равен радиусу сферы.

91 == rND см, 122 == rMB см, 3=NM см, .ROBOD ==
Из прямоугольного OBM∆  по теореме Пифагора

.RROM 14412 222 −=−=

Из :ODN∆  .RRON 819 222 −=−=

,RRMONOMN 14481 22 −−−=−=

,RR 314481 22 =−−−

,RR 144381 22 −+=−

;144R144R6981R 222 −+−+=−  ,R 541446 2 =−  ,R 91442 =−

,R 811442 =−  15=R  см

π=⋅π=π= 9001544 22RS см2.
599. Рассмотрим сечение сферы плоскостью,

проходящей через следующие три точки:
1) общую точку двух сечений, из которой под углом

90о выходят радиусы r1 и r2;
2) конец радиуса r1;
3) конец радиуса r2;
Угол ∠ АСВ — вписанный, т.к. он равен 90о , то он опирается на диаметр

сферы, то есть АВ=2R.
;)r()r()R( 2

2
2

1
2 222 += ;rrR 2

2
2

1
2 224 += .rrR 2

2
2

1
2 +=  Площадь сфе-

ры ).rr(RS 2
2

2
1

2 44 +π=π=
600. Цилиндр получен в результате вращения квадрата

ABCD вокруг стороны АВ; АВ=а.
;aSсф

24π=  ;aSосн
2π=

;aaaABADSбок
2222 π=⋅⋅π=⋅⋅π=

.aaaSSS бокоснполн
222 4222 π=π+π=+=

Тогда: полнS .Sсфцикл=  Доказано.

Вопросы к главе VI

1. 90 o .
2. Сечение — прямоугольник.
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3. АВ и CD лежат в параллельных плоскостях.
,(ABρ  ,) HCD = Н — высота цилиндра.

4. Первая деталь Вторая деталь
,l2 l  — высота (образующая),

,r
2

r  — радиус основания,

,llrSбок π=⋅⋅π= 22
2

2 ,rlSбок π= 2

,rrSосн 42

22
π=





π= ,rSосн

2π=

2 .rSосн 2

2π= .rSосн
222 π=

Боковые поверхности равны, но площадь двух оснований второй детали
больше площади двух оснований первой детали.

5.

а) да; б) да.
6.
Равнобедренный треугольник.
7.
Да.
8. 5=R см, 20522 === RD см.
Вычислим гипотенузу прямоугольного треугольника:

24816224 22 =+=+= )(C см.

,DC >  т.к. .2024 >
Гипотенуза не помещается внутри сферы,

тогда, хотя бы одна вершина лежит вне
сферы.

9. Одна сфера всегда будет внутри другой,
поэтому общую касательную плоскость
провести невозможно.

10. Это сфера, у которой данный отрезок является диаметром.
Дополнительные задачи

601. ABCD — осевое сечение цилиндра; ОА=r; точка Р — середина ра-
диуса ОА; плоскость MNKL ⊥ OA.
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Осевое сечение ABCD и сечение MNKL являются прямо-
угольниками. Пусть образующая цилиндра LM= l , следо-
вательно, == ABCDSS .rlLMAD 2=⋅
Выразим длину отрезка MN.

,rOMON ==  .rOP
2

=

Из прямоугольного треугольника ONP найдем:

.rrrrrPN
2

3
42

2
2

2
2 =−=





−=

∆OPN=∆OPM, следовательно, NP=PM,

.rrPNNM 3
2

322 =⋅==

.rllrLMMNSMNKL 33 ==⋅=

Итак, ,rlS 2=  отсюда .Srl
2

=  Поэтому .SSMNKL 3
2

=

602. ABCD — прямоугольник.
Через центры оснований проведем диаметры, перпен-

дикулярные к сторонам АВ и DC. О1М ⊥ АВ, ON ⊥ DC.
Из планиметрии известно, что диаметр, перпенди-

кулярный к хорде, делит хорду пополам, следовательно,
точка N и точка М — середины DC и АВ соответ-
ственно. Отрезок MN параллелен сторонам AD и ВС,

o60=∠MNO  — угол между прямой ВС (или ей парал-
лельной MN) и плоскостью основания.
Пусть R — радиус основания цилиндра.

DC=АВ=х; .хDN
2

=  Из ∆DNO получим:

.хRON
4

2
2 −=

Из прямоугольного треугольника LON:

,360 == otg
ON
LO

.хROL
4

3
2

2 −⋅=

Рассмотрим плоскость верхнего основания

;хRBMBOMO
2

222
11 2






−=−=  следовательно, .ONMO =1

Значит ∆O1LM=∆OLN, отсюда OL=O1L.
O1L+LO=O1O=х (высота цилиндра равна его образующей).
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,ххR =−⋅
4

32
2

2  ,х)хR( 2
2

2
4

34 =−⋅  ,ххR 222 312 =−  ,хR 22 412 =

,хR
3

2
2 =  .ххR

3
3

3
==

603. Возьмем систему координат, как показано
на рисунке. Ось ординат при этом перпенди-
кулярна плоскости α, по оси аппликат
направлена ось цилиндра. Будем приближать
плоскость α к оси Оz параллельно плоскости Oxz.
Когда расстояние станет равно R, то допустим,
что через точку А можно провести две прямые,
параллельные оси Oz (или, что то же самое, перпендикулярные плоскости
Oxy). Но по теореме п. 4 через точку А может проходить только одна пря-
мая, параллельная оси цилиндра. Следовательно, на поверхности цилиндра
найдется только одна прямая, лежащая в плоскости α и параллельная оси
цилиндра, она и есть образующая цилиндра.

604. Если вращать прямоугольник ABCD вокруг
стороны АВ, получим цилиндр, у которого r=b, l=a.

.SbabSполн 1
222 =π+π=

При вращении вокруг стороны AD получим цилиндр, у которого r=a, l=b.
,abrlSбок π=π= 22  ,aSосн

2π=

,aSосн
222 π=  .SaabSполн 2

222 =π+π=
Согласно условию получили систему уравнений:







=π+π

=π+π

;Saab

,Sbab

2
2

1
2

22

22
 




=+π
=+π

.S)ab(a
,S)ba(b

2

1
2
2

.
2

1

S
S

a
b =  Подставим в первое уравнение системы:

,S
S
Sa

S
Saa 1

2

12
2
2

2
1 22 =⋅⋅π+⋅⋅⋅π  ;S)

S

S
S
S(a 12

2

2

12

2

12 =+⋅π

,
)SS(

S
)SS(S

SSSa

S

SSS 12

2
2

121

2
1

2
2

2
121

12
22

2

2

+π
=

+⋅π
=

⋅π

=
+

.
)SS(

S

S

S

)SS(
S

S

S
ab

21

2
1

2

2

21

2
2

2

2
22

22
2

1

2

1

+π
=⋅

+π
=⋅=

Диагональ BD вычислим из ∆ABD.
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;
)SS(

SS
)SS(

S
)SS(

SbaBD
21

2
1

2
2

21

2
1

21

2
222

222 +π
+=

+π
+

+π
=+=  .ACBD =

605. а) ABCD — квадрат, сторона которого равна а. Следовательно, ра-

диус основания ,ar
2

=  высота цилиндра равна а.

,aaaSбок
2

2
2 π=⋅⋅π=  ,arSосн 4

2
2 π=π=  ,aSосн 2

2
2

π=

,aaaSполн 2
3

2

22
2 π=π+π=  .

a

a

S
S

бок

полн
2
3

2

2
2
3

=
π

π
=

б) Пусть АВ=а, следовательно, AD=2а. Рассмотрим два случая.

Первый: ,hAD =  ,2rAB =  следовательно .
2
ar =

,aaaSбок
222

2
2 π=⋅⋅π=  ,arSосн 4

2
2 π=π=  ,aSосн 2

2
2π=

,aaaSSS оснбокполн
2

2
2

2
5

2
22 π⋅=π+π=+=  .

a

a

S
S

бок

полн
4
5

2 2

2
2
5

=
π

π
=

Второй: .ADAB =2  ,hAB =  ,rAD 2=  .ar =

,aaarhSбок
2222 π=⋅⋅π=π=  ,arSосн

22 ⋅π=π=

,aSосн
222 ⋅π=  =π+π=+= 22 222 aaSSS осноснполн

24 aπ

.
a
a

S
S

бок

полн 2
2
4

2

2
=

π
π=

606. ABCD — прямоугольник, ,hAB =  .rAD 2=  Примем ,хAD =  сле-

довательно .хr
2

=

.хhhхrhSбок π=π=π=
2

22

Площадь описанного около осевого сечения круга равна

.AC)AC(AO 222
42

1 ⋅π=π=⋅π

Из ∆ACD найдем: .хhAC 222 +=  Площадь круга ).хh(Sкр
22

4
+π=

По условию крбок SS = , или ).хh(хh 22
4

+π=π

Требуется найти отношение .
h
x

h
r

2
=
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,хhхh 224 +=  ,
h
х

h
h

h
хh

2

2

2

2

2
4 +=  .

h
х

h
х 014

2
=+





−







Обозначим ,
h
xt =  следовательно ,tt 0142 =+− ,t , 3214221 ±=−±=

0>t  — по смыслу задачи, оба корня уравнения удовлетворяют этому ус-

ловию. Искомое отношение: .
t

h
x ,

2
32

22
21 ±==

607. ABCD — осевое сечение; это — прямоугольник.
Примем ,hAB =  .RAD 2=

;RhSбок π= 2  периметр равен ).hR( +22
Из условий ),Rh(p 222 +=  ,Rhp 2+=  .Rph 2−=

.RpR)Rp(RSбок
24222 π−π=−π=

Примем RpR)R(f π+π−= 24 2 ; .R 0>
Найдем ее наибольшее значение. Это экстремум функции )R(f .
f1(R) = –8 π R+2 π p = 0 R=p/4

.pppppp)p(f
416

4
16

8
16
4

4
2

4
4

4

222222 π=π=π+π−=π+




π−=

Наибольшая площадь боковой поверхности достигается при радиусе ос-

нования цилиндра .pR
4

=  .pppRph
24

22 =−=−=

608. Если внутренний радиус равен 5 см, то
внутренний диаметр D=10 см. Следовательно, внешний
диаметр, учитывая толщину стенок, равен

122 =+D (cм).

π=π= 36
4

122

оснS (см2) ( =кругаS ,d
4

2
π  где d —

диаметр круга).
Высота стакана 16 см, поэтому

π=⋅⋅π= 19216
2

122бокS (см2).

Итак, площадь внешней поверхности стакана
π=π+π=+= 22836192оснбоквнеш SSS (см2).

Вычислим полную площадь внутренней поверхности.
2552 =⋅π=бокS (см2). Высота внутренней части 16 – 1=15 (см).

π=⋅⋅π= 1501552бокS (см2). π=+= 175бокоснполн SSS (см2).

Вычислим площадь кольца. π=−π=−π= 11253656 22 )()(Sк (см2).
Площадь полной поверхности стакана равна π=π+π+π 41411175228 (см2).
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α

609. Найдем длину дуги CBA. Если примем за R
радиус окружности, то это будет четверть длины круга,

т.е. (2 π R)/4 или 
2
Rπ . Но с другой стороны, когда уже

сложен конус дуга CBA становится окружностью,
основанием конуса. Тогда, учитывая, что r — это радиус
основания, мы получим, что длина ее будет 2 π r. Но это одна и та же дуга,

следовательно, 2 π r = 
2
Rπ  или r = 

4
R , что и требовалось доказать, т.к. R —

это также образующая этого конуса.
610. Образующие конуса равны. Пусть DA=DB=DC=a.
Прямоугольные треугольники DBС, DАB и DАС равны по двум катетам.

АВ=АС=ВС= 222 ааа =+ .

Найдем R по формуле 
o60

2
sin
а =2R

(теорема синусов для ∆АВС)

R=
3
2

2

2

2
3

aа =
⋅

 , BF= a
3
2 2 .

Примем ∠ BDF=α, тогда из теоремы косинусов для ∆BDF имеем:
2

3
2 2 










a =а2+а2 – 2 ⋅ а ⋅ а ⋅ cos α, 4 ⋅ 

3
2 =1+1 – 2 cos α,

3
2 =– 2 cos α, cos α=– 

3
1

611. Пусть r — радиус основания конуса, h —
высота конуса, тогда по условию S1=πr2 и S0=πrl, l —
образующая конуса.

l= ,rh 22 + S0=πr ,rh 22 +
S1=πr2  S0

2=π2r2 (h2+r2)=π2r2h2+π2r4,
S1

2=π2r4 S0
2=π2r2h2+S1

2

r2h2= 2

2
1

2
0

π
− SS ,rh=

π
−

=
π
− 2

1
2
0

2

2
1

2
0 SSSS  — это и есть площадь осевого

сечения.

612. Примем СО=h, ОВ = r, l= 22 rh +

Sбок=πrl=πr 22 rh + ,Sполн=πr2+Sбок=πr2+πr
22 rh + . По условию 

8
7=

полн
бок

S
S ,
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222

22

rhrr

rhr

+π+π

+π =
8
7 ,

8 22 rh + =7r+7 22 rh + , 22 rh + =7r, h2+r2=49r2 , h2=48r2, 
2

2

r
h =48

r
h =tg α , 2

2

r
h =tg2 α l+tg2 α=

α2
1

cos
, 49=

α2
1

cos
,

cos α=
7
1 , или cos α=– 

7
1 . Так как ∆АВС равнобедренный, то α — это

острый угол, cos α > 0. α=arсcos
7
1 .

613. Построим ОС ⊥ DB и отрезок РС. По
теореме о трех перпендикулярах РС⊥ DB,
РС — высота ∆ DPВ.
Запишем теорему синусов для равнобедрен-

ного ∆ DРВ.

oo 30sin
4

120sin
DB = , sin 120°=sin 60°

DB=
2
324

30
604 ⋅=
o

o

sin
sin =4 3  (см), DC=

2
1 DB=2 3 (см)  OC= =− 22 DCDO

21216 =−= (см)

∠РСО=45°. Из ∆РОС: РС=
o45cos

ОС
=2 2 (см).

S∆DBF=
2
1  ⋅ DB ⋅ PC=

2
1  ⋅ 4 3  ⋅ 2 2 =4 6  (см2)

614. По формуле 
l

o r360 ⋅=α

o

o

ol 360
270

360
r =α= =

4
3  .

Из прямоугольного треугольника РОВ:

α= sinr
l

, sin α=
4
3 , α=arcsin 

4
3  (так как α — острый угол).

615. Если вращать ∆ АВD вокруг гипотенузы получим
два конуса с общим основанием.

Sбок=πrl, Из ∆ АВD: DA: 22 bа + ,

sin α=
22 ba

b

+
, 

22 +
,
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••••••• ••••••••••• •••••• • •••••••••• •: S•••= a
ba

ab

22
⋅

+
⋅π

••••••• ••••••••••• •••••• • •••••••••• b: S•••= b
ba

ab

22
⋅

+
⋅π

••••••••••• •••• ••••• •••••••: 
2222

2

22

2

ba

)ba(ab

ba

ab

ba

ba

+

+π=
+

π+
+

π

616. При вращении трапеции АВD вокруг
стороны АD получится тело вращения, состо-
ящее из трех частей: центральной — прямого
кругового цилиндра с радиусом ВМ и высотой
ВС и двух одинаковых конусов (трапеция рав-
нобедренная по условию).

AM=ND=
2

610 − =2 (см).

AB= 422
60cos

AM =⋅=
o

(cм)

ВМ= 321224 22 ==−  (см).
Найдем боковую поверхность цилиндра:
Sбок=2πrl=2π · BM · BC=2π · 2 π=⋅ 32463  (см2).
Боковая поверхность одного конуса:
Sбок=πrl=π · BM · АВ=π 2 π=⋅ 3843  (см2).
Боковая поверхность всего тела вращения:
S= π324 +2 · π38 = π324 + π316 = π340  (см2).
617. а). Построим ОК ⊥ ВС, отрезок DK. По теоре-

ме о трех перпендикулярах DK⊥ВС. В правильном
∆АВС, ОК — радиус вписанной в ∆АВС окруж-
ности. Примем ОК=r.

r=
P

S ABC∆ , где р — полупериметр ∆ АВС.

Из равенства 
o60sin

a =2R (теорема синусов для

∆АВС) найдем а — сторону ∆АВС

a=2R sin 60˚=
2
332 ⋅⋅ = 33  (cм).

S∆АВС=
4

3а2
, p=

2
а3 ; r=

332
3а

4

3а

2
а3

2

⋅
=

⋅
=

32
а  (cм). r=

32
33 =

2
3 (cм).

A

C

D

B
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Из прямоугольного ∆DOK: DK=
2
73

4
916OKDO 22 =+=+ .

S ∆BCD=
2
7333

2
1DKa

2
1DKBC

2
1 ⋅⋅=⋅=⋅⋅ = 219

4
3  (см2).

Sбок=3·S∆BCD= 219
4
9  (см2); S∆АВС=

4
327

4
3)33( 2

= ;

Sполн=Sбок+S∆АВС=
4

327 + 219
4
9 =

4
327 +

4
7339 ⋅ =

4
39  · (3+ 73 ) (см2);

б) Построим ОК ⊥ AD , отрезок РК. По теореме о
трех перпендикулярах РК⊥AD.
В квадрате диагональ ВD=2R, R — радиус

описанной окружности около квадрата, ВD=2 · 3.
Примем сторона квадрата равна а см, следовательно

a 2 =ВD, a 2 =6, a=
2

6 =3 2 (см);

OK=
2
а =

2
3 2 .

Из прямоугольного ∆РОК:

РК= 22 ОКРО + = 2
4
916 ⋅+ =

2
916 + =

2
932 + =

2
41

S∆APD=
2
1  · AD · PK=

22
4123 ⋅ = 41

2
3  (см2);

Sбок=4·S∆APD=
2
4134 ⋅ = 416 (см2); (боковые грани являются равнобед-

ренными треугольниками);

S∆AВСD=а2= ( )223 =18 (см2);

Sполн=Sбок+S∆AВСD= )341(6 +  (см2);
в) РО — высота конуса. Построим  ОК ⊥ А1А6,

отрезок РК. По теореме о трех перпендикулярах
РК ⊥ А1А6,
А1А2…А6 — правильный 6 — угольник. Сторона

правильного 6-тиугольника равна радиусу описан-
ной окружности.
а6=R, A1 А6=а6=3 (см)
ОК — радиус вписанной в правильный 6-угольник окружности.

По теореме из планиметрии, ОК=r=
2

33
2

3а =  (см)

Из прямоугольного ∆РОК:
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РК= 22 ОКРО + = 2
4
916 ⋅+ =

4
2764 + =

4
91 =

2
91 (см)

S ∆A1PА6=
2
1  · A1 А6 · PK=

2
1  · 3 

2
91 = 91

4
3 (см2);

Все боковые грани — равные равнобедренные треугольники, поэтому

Sбок=6 · S∆ A1PА6=
4
9136 ⋅ =

2
919 ⋅  (см2); Sосн=6 · S ∆A1ОА6 ;

A1ОА6  — равносторонний, поэтому

S ∆A1ОА6=
2

39
4

3а2
= (см2); Sполн= ( )3691

2
9 +  (см2)

618.  Sбок=π (r+r1) l , где r=
2
1  AD=20 (см),

l=АВ, r1= 2
1  ВС=ВМ.

По теореме из планиметрии известно, что если
в равнобедренной трапеции диагонали взаимно
перпендикулярны, то высота трапеции равна
средней линии.

S ABCD=36= MN
2

ADBC ⋅+

Но 
2

ADBC + =средней линии=MN , где MN — высота трапеции. Следова-

тельно, 36=(MN)2 , MN — высота трапеции. 6 (дм)=60 (см)

60=
2

ADBC + ,60=
2

40r2 1 + 120=2r1+40.

2r1=80 , r1=40 (см) ВС=2 · 40=80 (см)
Изменим рисунок.
Построим АЕ ⊥ ВС.
ВЕ=40 – 20=20 (см), АЕ=MN=60 (см)
Из прямоугольного ∆ АВЕ

BA= 22 АЕВЕ + = 22 6020 + = 4000 =20 10  (см)

Sбок=π (40+20) · 20 10 =1200 π10  (см2)
Площадь верхнего основания равна: π r1

2=π 402=1600 π (см2)=16 π (дм2), а
площадь нижнего основания равна π 202=400 π (см2)=4 π (дм2).

Sполн=12 10 +16 π+4 π=12 10 +20 π (дм)2 .
619. Докажите, что: а) центр сферы является центром симметрии сферы;

б) любая прямая, проходящая через центр сферы, является осью симметрии
сферы; в) любая плоскость, проходящая через центр сферы, является плос-
костью симметрии сферы.
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а) Проведем произвольную прямую через центр сферы. Прямая пересечет
сферу в точках А и В. Отрезок AB будет диаметром, ½ AB — радиус сферы.
Расстояние от каждой из точек до центра сферы равно, значит, центр сферы
будет центром симметрии двух данных точек. Т.к. прямая проводилась
произвольно, то утверждение справедливо для любых двух точек, являю-
щихся концами диаметра сферы.
б) Построим произвольную прямую а, которая проходит через центр сфе-

ры О. Докажем, что она является осью симметрии. Возьмем произвольную
точку А на сфере. Построим точку симметричную ей относительно О. Для
этого проведем АК ⊥ а и продолжим за точку R на расстояние АК. Получим
точку А1. (по 2-м катетам) ОА, ОА=R. Но сфера — геометрическое место
точек удаленное от т. О на расстояние R. Значит А1 лежит на сфере.
Значит, при симметрии произвольная точка сферы переходит в точку

этой же сферы. Тогда прямая а — любая прямая, проходящая через центр
сферы, является осью симметрии сферы.
в) Возьмем произвольную плоскость α , которая проходит через центр

сферы. Докажем, что для любой точки А симметричная ей относительно α
точка А, также лежит на сфере.
Действительно, при построении симметричной точки мы проведем отре-

зок АК α (К α) и продолжаем его за точку К так, чтобы АК=КА1. ∆АКО=
=∆А1 КО (ОК=ОК, АК=А1К — по двум катетам). ∆А1О=АО < R, т.е. А1,
удалена от точки О на расстояние R. Следовательно, что А1, лежит на сфе-
ре. Следовательно, для любой точки А симметричная ей точка также лежит
на сфере, а значит α — плоскость симметрии.

620. а) Вычислим длину гипотенузы прямоугольного треугольника:

3976,524,34,28,1 22 ==+=+  (см)
Диаметр сферы равен 2 · 1,5=3 (см).
Вывод: диаметр сферы равен длине гипотенузы, следовательно, центр сфе-

ры находится на середине гипотенузы, и лежит в плоскости треугольника.
б) Плоскость ∆ АВС пересекает сферу по окружности.

Центр окружности, описанной около прямоугольного
треугольника, лежит на середине гипотенузы. Проведем
из точки О отрезок ОК ┴ плоскости ∆ АВС, отрезки КА,
КВ, КС. Равные наклонные (радиусы ОА, ОВ, ОС)
имеют равные проекции на плоскость АВС, тогда,
КА=КВ=КС, точка К равноудалена от вершин ∆АВС,
значит, она — центр описанной окружности. Таким образом, точка К — се-
редина гипотенузы АС, ОК — искомое расстояние.
АС=3 см, АК=1,5 см. Из ∆ АВС по теореме Пифагора

ОК= 1024025,225,425,15,6АКОА 2222 ==−=−=−
621. Очевидно, что из точки О всегда можно провести прямую (отрезок),

перпендикулярную l. Введем систему координат, как показано на рисунке.
Уравнение окружности: х2+у2=R2

Уравнение прямой l : x=d
Исследуем систему :
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=
=+

dx
Rух 222

у2=R2 – d2=(R+d) (R – d) ,

y= )dR)(dR( −+±  (R+d > 0 всегда).
а) Если R – d > 0, R=d и у=0 — касание в точке

(d, 0) c окружностью, а значит, со сферой.
б) Если R – d < 0, то решений нет, значит, l не

пересекается с окружностью; l не пересекается со
сферой.

622. Найдите координаты точки пересечения
сферы, заданной уравнением (х – 3)2+у2+(z+5)2=25, с осями координат.
Если точка пересечения на оси абсцисс, ее координаты имеют вид (х; 0; 0).

Вычислим х.
(х – 3)2+02+52=25; (х – 3)2=0, х=3. Координаты точки (3; 0; 0).
Если точка пересечения на оси ординат, то ее координаты имеют вид

(0; у; 0). Вычислим у.
(0 – 3) 2+у2+(0+5)2=25. 9+у2+25=25, у2+9=0, уравнение не имеет решений,

значит, сфера не имеет общих точек с осью ординат.
Если есть точка пересечения с осью аппликат, то эта точка имеет коорди-

наты (0; 0; z).
(0 – 3) 2+02+(z+5)2=25, (z+5)2=25 – 9=16, z+5=4, или z+5=– 4,
z1=– 1, или z2=– 9. Сфера пересекает эту ось в двух точках с координатами
(0; 0; – 1) и (0; 0; – 9).
623. Найдите радиус сечения сферы х2+у2+z2=36 плоскостью, проходящей

через точку М (2; 4; 5) и перпендикулярной к оси абсцисс.
Т.к. плоскость проходит через точку М (2; 4; 5) перпендикулярно оси

абсцисс, то все точки этой плоскости имеют координаты вида (2; у; z), если
они удовлетворяют уравнению х2+у2+z2=36, то будут лежать на сфере.

22+у2+z2=36, у2+z2=32. В плоскости, перпендикулярной оси абсцисс, это
уравнение окружности с радиусом r= 2432 = . Следовательно, плоскость

пересекает сферу по окружности с радиусом 24 .
624. Через точку пересечения диагоналей прямоугольника АВСD проведем

прямую l, l перпендикулярна плоскости АВСD. Все точки на прямой l равно-
удалены от вершин А, В, С, D. (Если наклонные, проведенные из одной точ-
ки, имеют равные проекции, то сами нак-
лонные равны РА=РВ=РС=РD, P ∈ l.)
Построим отрезок ОК⊥АВ, через точку

О1 проведем луч КО1 . АВ ⊥ плоскости
РОК. Прямая АВ лежит в плоскости
прямоугольника АВЕF АВ, значит плос-
кости РОК и АВЕF взаимно перпен-
дикулярны. Проведем через точку О1 пря-
мую m ⊥ плоскости АВЕF.
Если две плоскости перпендикулярны и
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к одной из них проведен перпендикуляр, который имеет общую точку с
другой плоскостью, то этот перпендикуляр принадлежит в этой плоскости.
Таким образом, m ⊂ плоскости РОК; m геометрическое место точек, рав-

ноудаленных от вершин прямоугольника АВЕF: QA=QB=QE=QF Q∈m.
Прямые l и m пересекаются в точка S, которая равноудалена как от вершин
прямоугольник АВСD, так и от вершин прямоугольника АВЕF.
Докажем, что точка S равноудалена от вершин А, В, С, D и вершин Е, F.

Проведем отрезки SA, SE, SB.
∆SAO1=∆SOB (они прямоугольные, SO — общий катет, ОА=ОВ по свой-

ству диагоналей прямоугольника).
Отсюда SA=SB. Значит, SA=SB=SE
Доказано, что SA=SB=SE=SC=SD и SA=SB=SE=SF, следовательно, точка

S равноудалена от всех вершин, значит, она является центром сферы, про-
ходящей через все данные вершины.

625. Введем систему координат, согласно
рисунку.
Уравнение сферы с центром в точке О:

x2+у2+z2=R2 .
Уравнение сферы с центром в точке O1. x2+

+(у – d)2+z2=R2 .
Решение системы:







=+−+

=++
2222

2222

Rz)dy(x

Rzух

дает ответ на вопрос задачи.

x2+у2+z2– х2 – (у2 – 2dy+d2) – z2=0. 2dy – d2=0, d > 0, поэтому 2у=d, 
2
1  d=y.

Согласно условию задачи d < 2R , тогда, 
2
d  < R, y < R.

Значит, есть некоторая плоскость, которая перпендикулярна оси ординат
(а значит, параллельная плоскости Охz) и пересекает сферу, а при пересече-
нии сферы плоскостью в сечении получим окружность. Утверждение а) до-
казано.

Подставим значение у=
2
d  в уравнение сферы x2+

4
d2

+z2=R2 ,

x2+z2=
4

dR
2

2 − .

Если d=1,6R, то x2+z2=R2 – 
4

R 56,2 2
=R2 (1 – 0,64)=0,36 R2

Это уравнение окружности в плоскости, параллельной плоскости Охz, ее

радиус r= 2R36,0 =0,6R.
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626. a) Построим DK ⊥ плоскости АВС, проведем
отрезки КВ, КС. (Чтобы не загромождать рисунок,
показан только КА).
∆DKА=∆DKВ=∆DKС (по катету и гипотенузе).

Следовательно, КА=КВ=КС=r, r — радиус окружности,
описанной около ∆АВС. Построим отрезок ОТ ⊥ плос-
кости АВС и отрезки ТА, ТВ, ТС.
∆ОТА=∆ОТВ=∆ОТС (они прямоугольные, ОТ — общий катет,

ОА=ОВ=ОС=R, R — радиус сферы). тогда, ТА=ТВ=ТС=r, r — радиус окруж-
ности, описанной около ∆АВС. Выше доказано, что
KА=KB=KС=r. Значит, точки Т и K совпадают и отрезок
OD ⊥ плоскости АВС.
∆АDС=∆.BDС=∆.ADB (по двум сторонам и углу

между ними), следовательно, АВ=СВ=АС, ∆АВС —
равносторонний.

Пусть АD=x, AB=a. ∠A=∠B=
2

2180 ϕ−o =90°–ϕ

Согласно теоремы синусов:

ϕ=
ϕ

=
ϕϕϕ−

=
ϕ

2sina    ,
cos

x
cos2sin

a   ,
)(90sin 

x
sin2
а

o
х

Пусть КА=КВ=КС=r, По теореме синусов для ∆АВС.

.r3
2
3r2a,r2

60sin
а ===

o
 2 sin ϕ ⋅ x= 3 r , r= x

3
sin2 ⋅ϕ .

В ∆ АDK DK= 22 AKАD − = 22 rx −  .

В ∆ АОK ОК= 22 AKОА − = 22 rR − .

DK+KO=R, 22 rx − + 22 rR − =R, ( 22 rx − + 22 rR − )2=R2

х2–r2 + R2–r2+2 )rR)(rх( 2222 −+ =R2

2 )rR)(rх( 2222 −− =2r2 – х2, 4 (х2 – r2) (R2 –r2)=4 r4+х4 – 4 r2 х2,
4 х2R2 – 4 х2r2 – 4 r2 R2+4 r4=4 r4+х4 – 4 r2 х2,

х4 – 4 х2R2+4 r2 R2=0, х4 – 4 х2R2+4 R2 ⋅ 
3
4  ⋅ sin2 ϕ ⋅ х2=0,

х2 (х2 – 4 R2 + 
3
R16 2

 ⋅ sin2 ϕ )=0, х ≠·0, тогда, х2=4 R2 – 4 R2 ⋅ 
3
4  ⋅ sin2 ϕ.

х=DA=
3
sin43R2 )sin

3
41(R4

2
22 ϕ−=ϕ−

АВ=а=4 R sin ϕ
3
sin43 2 ϕ−



96

б) Сечение сферы плоскостью ∆ АВС является окружность с радиусом

r=
3

sin2 ϕ  2R ⋅ 
3
sin43 2 ϕ− =

3
4  Rsin4sin3 2 ⋅ϕ⋅⋅ϕ−

Вычислим площадь сечения: π r2=π 
9

16  sin2ϕ (3 – 4 sin2ϕ) R2.

627. Известно, что ближайшая точка (А),
лежащая на сфере к точке (.М), лежащей вне
сферы, принадлежит отрезку СМ, где О —
центр сферы.
Пусть СВ — r — радиус окружности, АС=х,

ВМ=24 см. ОА=10 cм
Из прямоугольного ∆ СВМ: СМ2+СВ2=МВ2, или (16+х)2+r2=24 см.
Из прямоугольного ∆ СВO: ОВ2=ОС2+СВ2, или 102= (10 – х)2+r2 .

Решим систему 






=+−

=++

.100r)x10(

,576r)х16(
22

22

(16+х)2 – (10 – х)2=476, 256+32х+х2 – 100 – х2+20х=476.

52х=576 – 256, 52х=320, х=
52

320 =
13
80  (см);

r2=100 – (10 – х)2=100 – 100+20х – х2=20х – х2

r2=
169

641316100
1313
8080

13
8020 −⋅⋅=

⋅
⋅−⋅ = 2

22

13
1210 ⋅ ;

r= 2

22

13
1210 ⋅ =

13
1210 ⋅ =

13
120  (см).

Вычислим длину окружности L=2πr, L=2π 
13

120 =
13
240 π (см)

628. Пусть R — радиус внешней сферы; r — радиус внутренней сферы.
Сечение тела плоскостью, которая проходит через центры сфер, кольцо.
Площадь кольца равна π (R2 – r2). (1)
Сечение, плоскостью касательной к внутренней сфере — окружность.
По теореме п. 61 ОС=r перпендикулярен к плоскости в сечении. Из прямо-

угольного ∆АСО:

х= 22 rR −  S сеч=π х2=π (R2 – r2). (2)
Сравнивая выражение (1) и (2)

тождественны, убеждаемся в спра-
ведливости утверждения задачи.


