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§15. Аксиомы стереометрии
и их простейшие следствия

1. Точки A, B, C, D не лежат в одной плоскости.
Докажите, что прямые AB и CD не пересекают-
ся.1

Допустим, что AB и CD пересекаются, тогда по аксиоме 3 через
них можно провести плоскость и в ней лежат все четыре точки, что
противоречит условию задачи. Так что AB и CD не пересекаются.
Что и требовалось доказать.

2. Можно ли через точку пересечения двух данных
прямых провести третью прямую, не лежащую с
ними в одной плоскости? Ответ объясните.

Можно. Пусть прямые a и b пересекаются в точке C и лежат в
плоскости α (аксиома 3). Тогда возьмем точку D вне плоскости α
(по аксиоме 1) и рассмотрим прямую CD. Эта прямая и не принад-
лежит плоскости α, а плоскость, содержащая прямые a и b, единст-
венная (аксиома 3). Значит, прямая CD – удовлетворяет условию за-
дачи.

                                                          
1 Условия заданий приводятся в учебных целях и в необходимом объеме как ил-

люстративный материал. Имя автора и название цитируемого издания указаны на ти-
тульном листе данной книги. (Ст. 19 п. 2 закона РФ об авторском праве и смежных
правах от 9 июня 1993 г.).
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3. Точки А, В, С лежат в каждой из двух различных
плоскостей. Докажите, что эти точки лежат на од-
ной прямой.

По аксиоме 2, так как α и β имеют общие точки А, В и С, то
плоскости α и β пересекаются по прямой, которая содержит эти
точки. Следовательно, А, В, С принадлежат одной прямой. Что и
требовалось доказать.

4. Даны три различные попарно пересекающиеся
плоскости. Докажите, что если две из прямых пе-
ресечения этих плоскостей пересекаются, то тре-
тья прямая проходит через точку их пересечения.

a

b

Допустим плоскости α и β пересекаются по прямой а, а плоско-
сти β и γ — по прямой b, причем прямые а и b пересекаются в точке
С. Тогда по аксиоме 2 точка C принадлежит всем трем плоскостям
α, β, γ, а значит, и третьей прямой с пересечения плоскостей α и γ.
Что и требовалось доказать.
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5. Даны две плоскости, пересекающиеся по прямой
а, и прямая b, которая лежит в одной из этих
плоскостей и пересекает другую. Докажите, что
прямые а и b пересекаются.

Пусть α и β пересекаются по прямой а. И прямая b содержится в
β и пересекает α в точке А. Точка А — общая точка двух плоско-
стей. Тогда по аксиоме 2 точка А принадлежит а. То есть а и b пере-
секаются. Что и требовалось доказать.

6. Четыре точки не лежат в одной плоскости. Могут
ли какие-нибудь три из них лежать на одной пря-
мой? Объясните ответ.

Если какие-нибудь три точки лежат на одной прямой, тогда че-
рез эту прямую и четвертую точку можно провести плоскость (тео-
рема 16.1). В этой плоскости лежат все четыре точки. А это проти-
воречит условию задачи. Значит, никакие три точки не могут
лежать на одной прямой.

7. Докажите, что через прямую можно провести две
различные плоскости.

Задача решена в учебнике п. 136 стр. 5.

8. Даны две непересекающиеся плоскости. Докажи-
те, что прямая, пересекающая одну из этих плос-
костей, пересекает и другую.
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Через произвольную точку В плоскости β проведем прямую b
параллельно прямой а. Так как прямая а пересекает плоскость α, то
параллельная ей прямая b пересекает эту плоскость (если плоскость
пересекает одну из двух параллельных прямых, то она пересекает и
другую: см. задачу №15 §16), а b пересекает плоскость β. Значит,
прямая а пересекает плоскость β. Что и требовалось доказать.

9. Даны две различные прямые, пересекающиеся в
точке А. Докажите, что все прямые, пересекаю-
щие обе данные прямые и не проходящие через
точку А, лежат в одной плоскости.

Задача решена в учебнике п. 137 стр. 6.

10. Докажите, что все прямые, пересекающие данную
прямую и проходящие через данную точку вне
прямой, лежат в одной плоскости.

Проведем плоскость α через данную прямую а и точку А (по
теореме 16.1). Если прямая b проходит через точку А и пересекает
прямую а в точке В, то прямая b имеет с плоскостью α две различ-
ные общие точки (А и В), а, значит, лежит в полученной плоскости
α (по теореме 16.2). Что и требовалось доказать.
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11. Докажите, что если прямые АВ и CD не лежат в
одной плоскости, то прямые АС и BD также не
лежат в одной плоскости.

Допустим, что прямые АС и BD лежат в одной плоскости α, но то-
гда и АВ и CD лежат в той же плоскости α, так как имеют с ней 2 раз-
личные общие точки. Получаем противоречие с условием задачи.
Значит AC и CD не лежат в одной плоскости. Что и требовалось дока-
зать.

12. Даны четыре точки, не лежащие в одной плоскости.
Сколько можно провести различных плоскостей,
проходящий через три из этих точек? Объясните от-
вет.

Четыре различных плоскости.
Плоскость задается тремя точками не лежащими на одной прямой

(теорема 16.3). Если точки А, В, С, D не лежат в одной плоскости, то
все они и никакие три из них не лежат на одной прямой. Так что име-
ем четыре возможные тройки точек (А, В, С), (А, В, D), (А, С, D) и
(В, С, D), которые определяют четыре различные плоскости.

13. Можно ли провести плоскость через три точки, если
они лежат на одной прямой? Объясните ответ.
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Задача решена в учебнике п. 141 стр. 11.

14. Даны четыре точки. Известно, что прямая, прохо-
дящая через любые две из этих точек, не пересе-
кается с прямой, проходящей через другие две
точки. Докажите, что данные четыре точки не ле-
жат в одной плоскости.

Допустим, что точки А, В, С, D лежат в одной плоскости. Тогда
прямые АВ и CD, АС и BD параллельны, поэтому точки А, В, С, D
являются вершинами параллелограмма ABCD. Но тогда диагонали
AD и ВС этого параллелограмма должны пересекаться, что проти-
воречит условию задачи. Значит A, B, C и D не лежат в одной плос-
кости. Что и требовалось доказать.
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§ 16. Параллельность прямых и плоскостей

1. Докажите, что если прямые АВ и CD скрещиваю-
щиеся, то прямые АС и BD тоже скрещивающие-
ся.

Если прямые АС и BD не являются скрещивающимися, то они
могут быть пересекающимися или параллельными, но в обоих слу-
чаях они лежат в одной плоскости α, тогда А∈α, В∈α, С∈α, D∈α.
Таким образом, прямые АВ и CD также лежат в одной плоскости,
что невозможно по условию так как АВ и CD скрещивающиеся.
Значит, AC и BD – скрещивающиеся. Что и требовалось доказать.

2. Можно ли через точку С, не принадлежащую
скрещивающимся прямым а и b, провести две
различные прямые, каждая из которых пересекает
прямые а и b? Объясните ответ.

•  C

Нельзя. Для того, чтобы провести прямую из точки C, пересе-
кающую прямые а и b, точка C должна лежать в одной плоскости с
a и b. Но a и b не лежат в одной плоскости, так как они
скрещивающиеся прямые.

3. Докажите, что все прямые, пересекающие две
данные параллельные прямые, лежат в одной
плоскости.

Задача решена в учебнике п. 141 стр. 11.

4. Прямые а и b пересекаются. Докажите, что все
прямые, параллельные прямой b и пересекающие
прямую а, лежат в одной плоскости.
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Пусть с — произвольная прямая, параллельная прямой b, пере-
секающая прямую а. Прямые а и b обращают плоскость α. Прове-
дем через точку С пересечения прямых а и с в плоскости α прямую
с1, параллельную b. По теореме 17.1 через точку С можно провести
только одну прямую, параллельную b. А, значит, прямая с совпада-
ет с прямой с1, а, значит, принадлежит плоскости α.

Итак, любая прямая с, параллельная b и пересекающая прямую
а, лежит в плоскости α.

5. Через концы отрезка АВ и его середину М прове-
дены параллельные прямые, пересекающие неко-
торую плоскость в точках А1, В1 и М1. Найдите
длину отрезка ММ1, если отрезок АВ не пересека-
ет плоскость и если:
1) АА1 = 5 м, ВВ1 = 7 м;
2) АА1 = 3,6 дм, ВВ1 = 4,8 дм;
3) АА1 = 8,3 см, ВВ1 = 4,1 см;
4) АА1 = а, ВВ1 = b.

Из решения задачи №4 следует, что прямые АА1, ММ1, ВВ1 лежат в
одной плоскости β.

Значит точки А1, В1 и М1 лежат на прямой А1В1 пересечения
плоскостей α и β. Рассмотрим далее картинку в плоскости β. По
теореме Фалеса М1 середина отрезка А1В1. А, значит, ММ1 — сред-
няя линия трапеции АА1В1В и по теореме о средней линии:
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ММ1 = 
2
1

(AA1 + BB1). Тогда:

1) ММ1 = 
2
1

(5 + 7) = 6 (м);

2) ММ1 = 
2
1

(3,6 + 4,8) = 4,2 (дм);

3) ММ1 = 
2
1

(8,3 + 4,1) = 6,2 (см),

4) MM1 = 
2
1 (a + b).

6. Решите предыдущую задачу при условии, что от-
резок АВ пересекает плоскость.

A

Допустим, что AA1 < BB1, тогда как и в задаче №5 получаем ри-
сунок.

Рассмотрим ∆ВАВ1: Пусть МС — средняя линия треугольника и,

значит, МС = 1
2
ВВ1.

Рассмотрим ∆АА1В1: М1С — средняя линия треугольника, по-

этому М1С = 1
2
АА1.

Тогда ММ1 = МС – М1С = 1
2

BB1 − 1
2

AA1.

Если AA1 ≥ BB1, тогда аналогично получаем:

ММ1 = 1
2

AA1 − 1
2

BB1. Значит, ММ1 = 1
2

|AA1 − BB1|.

Тогда:

1) ММ1 = 1
2

|5 − 7| = 1 (м);
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2) ММ1 = 1
2

|3,6 − 4,8| = 0,6 (дм);

3) ММ1 = 1
2

|8,3 − 4,1| = 2,1 (см);

4) ММ1 = 1
2

|a − b|.

7. Через конец А отрезка АВ проведена плоскость.
Через конец В и точку С этого отрезка проведены
параллельные прямые, пересекающие плоскость в
точках В1 и С1. Найдите длину отрезка ВВ1, если:
1) СС1 = 15см, АС : ВС = 2 : 3;
2) СС1 = 8,1см, АВ : АС = 11 : 9;
3) АВ = 6см, АС : СС1 = 2 : 5;
4) АС = а, ВС = b; СС1 = с.

Прямые BB1 и СС1 образуют плоскость β, которая содержит
прямую АВ и пересекает данную плоскость по прямой АВ1 так, что
в плоскости β имеются два подобных треугольника АСС1 и АВВ1

(угол А у них общий, а ∠С и ∠В так как прямые СС1 и ВВ1 парал-
лельны). Тогда:

1) АВ
АС

ВВ
СС

1

1
= , то есть ,

15
BB

AC
BCAC 1=+  ,

15
BB

AC
BC1 1=+

,
15

BB
2
31 1=+  5,37

2
515BB1 =⋅=  (см);

2) ,
CC
BB

AC
AB

1

1=  9,91,8
9

11CC
AC
ABBB 11 =⋅=⋅=  (см);

3) ВВ
АВ

СС
АС

1 1= ; 156
2
5AB

AC
CC

BB 1
1 =⋅=⋅=  (см);

4) AB = AC + BC = a + b.  Далее: ВВ
АВ

СС
АС

1 1= ;

.)(
AC

CCAB
BB 1

1 a
bac +=

⋅
=
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8. Даны параллелограмм и не пересекающая его
плоскость. Через вершины параллелограмма про-
ведены параллельные прямые, пересекающие дан-
ную плоскость в точках А1, В1, С1 и D1. Найдите
длину отрезка DD1, если:
1) АА1 = 2 м, ВВ1 = 3 м, СС1 = 8 м;
2) АА1 = 4 м, ВВ1 = 3 м, СС1 = 1 м;
3) АА1 = а, ВВ1 = b, СС1 = с.

Пусть М — точка пересечения диагоналей параллелограмма
ABCD. Проведем через М прямую, параллельную прямым АА1,
ВВ1, СС1 и DD1.

Она пересечет данную плоскость в точке М1, так как если одна
прямая пересекает плоскость, то и параллельная ей прямая пересе-
кает плоскость. Пусть DD1 = х. MM1 – средняя линия трапеции
ACC1A1, (следует из задачи 5). Но с другой стороны MM1 – средняя

линия трапеции DD1B1B. Так что ММ1 = 1
2

(ВВ1 + DD1). Тогда

АА +СС
2

1 1  = ВВ + DD
2

1 1 , то есть DD1 = AA1 + CC1 – BB1. Тогда:

1) DD1 = 2 + 8 –3 = 7 (м);
2) DD1 = 4 + 1 – 3 = 2 (м);
3) DD1 = a + c – b.

9. Прямые а и b не лежат в одной плоскости. Можно
ли провести прямую с, параллельную прямым а и b?

Если с параллельна а и b, то прямые параллельные (по теореме
17.2), а следовательно, лежат в одной плоскости, что противоречит
условию. Так что нельзя.

10. Точки А, В, С, D не лежат в одной плоскости. До-
кажите, что прямая, проходящая через середины



16

отрезков АВ и ВС, параллельна прямой, проходя-
щей через середины отрезков AD и CD.

Пусть a – прямая, проходящая через середины AB и BC, а b —
прямая, проходящая через середины CD и AD. Тогда в ∆АВС: пря-
мая а — средняя линия в ∆ADC: прямая b — средняя линия.  Так
что прямая а параллельна АС, и прямая b параллельна АС, а, зна-
чит, прямые а и b параллельны. Что и требовалось доказать.

11. Докажите, что середины сторон пространствен-
ного четырехугольника являются вершинами па-
раллелограмма (вершины пространственного че-
тырехугольника не лежат в одной плоскости).

Задача решена в учебнике п. 142 стр. 13.

12. Даны четыре точки А, В, С, D, не лежащие в од-
ной плоскости. Докажите, что прямые, соеди-
няющие середины отрезков АВ и CD, АС и BD,
AD и BC, пересекаются в одной точке.

Пусть точки M, N, K, L, P, Q — середины отрезков AB, BC, CD,
AD, BD, AC соответственно.



17

Из задачи №11 получаем, что отрезки МК и NL являются диагона-
лями параллелограмма MNKL с вершинами в серединах сторон четы-
рехугольника ABCD. Значит, МК и NL пересекаются в некоторой
точке O и делятся этой точкой пополам. Также отрезки PQ и NL яв-
ляются диагоналями параллелограмма PNQL с вершинами в середи-
нах сторон четырехугольника ABCD, образованного этими сторона-
ми. Значит, PQ и NL пересекаются и в точке пересечения делятся
пополам, а так как O — середина NL, то, значит, O — середина PQ. И
PQ и NL пересекаются в точке O. Так что искомые прямые MK, NL и
PQ, соединяющие середины отрезков AB и CD, BC и AD, AC и BD
соответственно пересекаются в одной точке O, что и требовалось до-
казать.

13. Дан треугольник АВС. Плоскость, параллельная
прямой АВ, пересекает сторону АС этого тре-
угольника в точке А1, а сторону ВС — в точке В1.
Найдите длину отрезка А1В1, если:
1) АВ = 15 см, АА1 : АС = 2 : 3;
2) АВ = 8 см, АА1 : А1С = 5 : 3;
3) В1С = 10 см, АВ : ВС = 4 : 5;
4) АА1 = а, АВ = b, А1С = с.

Так как AB параллельна плоскости, то AB || A1B1, так как A1B1 ле-
жит в плоскости. А, значит, ABC∆ ~ 111 CBA∆  (по двум углам). Тогда:

1) ,
AB

BA
AC

CA 111 =  =
−

⋅=⋅= )
AC

AAAC
(AB)

AC
CA

(ABBA 11
11

5)
3
215(1)

AC
AA

AB(1 1 =−=−=  (см);

2) ,
BA

AB
CA

AC

111
=  ,

BA
AB

CA
AACA

111

11 =
+  ,

BA
8

3
51

11
=+

3
3
8:8BA 11 ==  (см);
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3) А В
В С

1 1

1
=

BC
АB , 8

5
410

BC
CBAB

BA 1
11 =⋅=

⋅
=  (см);

4) .CAAAAC 11 ca +=+=  Далее ,
AC
AB

CA
BA

1

11 =

.
AC

CAAB
BA 1

11 ca
bc
+

=
⋅

=

14. Через данную точку проведите прямую, парал-
лельную каждой из двух данных пересекающихся
плоскостей.

М

Пусть данные плоскости пересекаются по прямой AB. Проведем
через точку M прямую, параллельную прямой АВ. Она единствен-
ная (теорема 17.1). Это и будет искомая прямая.

15. Докажите, что если плоскость пересекает одну из
двух параллельных прямых, то она пересекает и
другую.

Задача решена в учебнике п. 143 стр. 13.

16. Докажите, что через любую из двух скрещиваю-
щихся прямых можно провести плоскость, парал-
лельную другой прямой.



19

Пусть а и b скрещивающиеся прямые. Через любую точку на
прямой а проведем через прямую b1 параллельную прямой b. Тогда
прямые а и b1 образуют плоскость α. По теореме 17.3 она будет па-
раллельна прямой b. Что и требовалось доказать.

17. Докажите, что если две плоскости, пересекаю-
щиеся по прямой а, пересекают плоскость α по
параллельным прямым, то прямая а параллельна
плоскости α.

Пусть плоскости β и γ пересекаются по прямой а и пересекают
плоскость α по параллельным прямым b и с. Если прямая а не па-
раллельна плоскости α, то она пересекает плоскость α в некоторой
точке А. Тогда точка А принадлежит всем трем плоскостям α, β и γ,
а, значит, и прямым b и с. Таким образом, прямые b и с имеют об-
щую точку А, что противоречит условию. Так что a параллельна α,
что и требовалось доказать.

18. Докажите, что если прямая пересекает одну из
двух параллельных плоскостей, то она пересекает
и другую.

Допустим плоскости α и β параллельны, а прямая с пересекает
плоскость α в точке А.
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Предположим, что эта прямая не пересекается с плоскостью β.
Возьмем в плоскости β точку В и проведем плоскость γ через пря-
мую с и точку В. Плоскость γ пересекается с плоскостями α и β по
параллельным прямым а и b (теорема 17.6). Но по предположению,
прямая с параллельна плоскости β, а поэтому прямая с параллельна
и прямой b (теорема, обратная теореме 17.3).

Получилось, что в плоскости γ через точку А к прямой b
проведены две различные параллельные прямые а и с, что про-
тиворечит аксиоме. Значит предположение неверно и c пересе-
кает β.

19. Докажите, что через две скрещивающиеся прямые
можно провести параллельные плоскости.

Задача решена в учебнике п. 144 стр. 14.

20. Через данную точку пространства проведите пря-
мую, пересекающую каждую из двух скрещиваю-
щихся прямых. Всегда ли это возможно?

Пусть а и b — скрещивающиеся прямые, М — данная точка. Ис-
комая прямая х вместе с каждой из этих прямых а и b определяет
плоскость (аксиома 3).Пусть α и β – это плоскости.

Плоскости α и β однозначно определяются точкой M и прямыми
a и b (теорема 16.1). Наоборот плоскости α и β, которые мы можем
построить по точке М и прямым а, b в пересечении дадут прямую х.
Если прямая х пересекает прямые а и b, то х — искомая прямая. Ес-
ли х будет параллельна прямым а и b, то, значит, решения не суще-
ствует. Это будет если точка М принадлежит плоскости, проведен-
ной через прямую b параллельно прямой а или же если точка М
лежит в плоскости, проведенной через прямую а параллельно пря-
мой b. Если же точка М лежит на прямой а, на прямой b, то можно
провести бесконечно много прямых, удовлетворяющих условию за-
дачи.
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21. Докажите, что геометрическое место середины
отрезков с концами на двух скрещивающихся
прямых есть плоскость, параллельная этим пря-
мым.

Пусть середина отрезка AB – точка M, где A и B принадлежат
скрещивающимся прямым a и b. Проведем через прямые a и b па-
раллельные плоскости α и β, а через точку M проведем плоскость γ
параллельно плоскостям α и β. Тогда все рассматриваемые середи-
ны отрезков принадлежат плоскости γ. Что и требовалось доказать.

22. Даны четыре точки А, В, С, D, не лежащие в од-
ной плоскости. Докажите, что любая плоскость,
параллельная прямым АВ и CD, пересекает пря-
мые АС, AD, BD и ВС в вершинах параллело-
грамма.

Допустим некоторая плоскость α параллельна прямым АВ и СD.
Согласно утверждению: если плоскость β, проходит через пря-

мую а, параллельную другой плоскости α, и пересекает эту плос-
кость по второй прямой b, то прямые а и b параллельны. Из парал-
лельности прямой АВ и плоскости α следует, что плоскости
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определенные тремя точками АВС и ABD пересекают плоскость α
по прямым а и b, параллельным прямой АВ. Из теоремы 17.2 следу-
ет, что прямые а и b параллельны.

Из параллельности прямой CD и плоскости α следует, что плос-
кости ACD и BCD пересекают плоскость α прямым с и d парал-
лельным прямой CD, а, значит, c||d. Каждая из точек пересечения
плоскости α с прямыми АС, AD, BD, ВС лежат в плоскости α и яв-
ляется точкой пересечения каких-то двух не параллельных из пря-
мых а, b, c, d. Например, точка пересечения прямой АС с плоско-
стью α принадлежит плоскостям АВС и ACD, а значит является
точкой пересечения прямых b и с, где b и с — прямые пересечения
плоскости α с плоскостями АВС и ACD соответственно.

Так как прямые а и b, с и d попарно параллельны, то построен-
ная по условию задачи фигура есть параллелограмм. Что и требова-
лось доказать.

23. Плоскости α и β параллельны плоскости γ. Могут
ли плоскости α и β пересекаться?

Задача решена в учебнике п. 145 стр. 15.

24. Плоскости α и β пересекаются. Докажите, что лю-
бая плоскость γ пересекает хотя бы одну из плос-
костей α, β.

Если бы плоскость γ не пересекалась ни с одной из плоскостей α,
β, то плоскости α и β были бы параллельны плоскости γ, а значит и
между собой, что противоречит условию задачи (так как α и β пере-
секаются). Получаем, что плоскость х пересекает хотя бы одну из
плоскостей α или β, что и требовалось доказать.

25. Докажите, что все прямые, проходящие через
данную точку параллельно данной плоскости, ле-
жат в одной плоскости.

1
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Пусть B — данная точка и α — данная плоскость. Проведем че-
рез точку В плоскость β, параллельную плоскости α.

Пусть b произвольная прямая, проходящая через точку B, парал-
лельно α. Возьмем в плоскости α произвольную точку А и проведем
через точку А и прямую b плоскость γ. Тогда плоскость γ пересекает
плоскости α и β по параллельным прямым а1 и b1, но прямая b1 про-
ходит через точку В, а прямая b тоже лежит в плоскости γ, и прохо-
дит через точку В и по теореме 17.3 (обратной) параллельна прямой
а1. Тогда по аксиоме прямые b и b1 должны совпадать, поэтому
прямая b лежит в плоскости β, что и требовалось доказать.

26. Через данную точку проведите плоскость, парал-
лельную каждой из двух пересекающихся прямых.
Всегда ли это возможно?

Проведем через данную точку А прямые а1 и b1, параллельные
данным прямым а и b, (теорема 17.3). Прямые a1 и b1 определяют
искомую плоскость α.

Эту плоскость можно построить, только, при условии, если точ-
ка А не лежит в плоскости, образованной прямыми а и b.

27. Параллелограммы ABCD и ABC1D1 лежат в разных
плоскостях. Докажите, что четырехугольник,
CDD1C1 тоже параллелограмм.
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Противолежащие стороны параллелограммов параллельны и
равны, поэтому CD = АВ = С1D1. Получаем, что прямые CD и С1D1
параллельны прямой АВ и, следовательно, параллельны между со-
бой (теорема 17.2). Значит четырехугольник CC1D1D это параллело-
грамм. Что и требовалось доказать.

28. Через вершины параллелограмма ABCD. лежаще-
го в одной из двух параллельных плоскостей, про-
ведены параллельные прямые, пересекающие вто-
рую плоскость в точках А1, В1, С1, D1. Докажите,
что четырехугольник А1В1С1D1 тоже параллело-
грамм.

По свойству параллельных плоскостей и теореме 17.2, получаем
что:

А1В1 || АВ || CD || С1D1, а также А1D1 || АD || ВС || В1С1. Поэтому
А1В1С1D1 — параллелограмм (по определению). Что и требовалось
доказать.

29. Через вершины треугольника АВС, лежащего в
одной из двух параллельных плоскостей, проведе-
ны параллельные прямые, пересекающие вторую
плоскость в точках А1, В1, С1. Докажите равенство
треугольников АВС и А1В1С1.
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По свойству параллельных плоскостей AC||A1C1, BC||B1C1 и
AB||A1B1. Также AA1||BB1||CC1. Так что четырехугольники АА1В1В,
ВВ1С1С, СС1А1А параллелограммы (их противолежащие стороны
попарно параллельны). Так как у параллелограмма противолежащие
стороны равны, то АВ = А1В1, ВС = В1С1, АС = А1С1. Значит, тре-
угольники АВС и А1В1С1 равны по трем сторонам (3-й признак ра-
венства треугольников). Что и требовалось доказать.

30. Три прямые, проходящие через одну точку, пере-
секают данную плоскость в точках А, В, С, а па-
раллельную ей плоскость в точках А1, В1, С1. До-
кажите подобие треугольников АВС и А1В1С1.

Пусть О — данная точка.

Рассмотрим пары треугольников ОА1В1 и ОАВ, ОВ1С1 и ОВС,
ОС1А1 и ОСА.

Так как плоскости α и β параллельны, то эти треугольники по-
добны.

Из подобия следует, что:

=
OB
OB1

OA
OA

AB
BA 111 = ; ;

OC
OC

OB
OB

BC
CB 1111 ==

.
AC

CA
OA
OA

OC
CO 11111 ==
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Из этих пропорций получаем, что .
BC

CB
AC

CA
AB

BA 111111 ==  А зна-

чит, по признаку подобия треугольников (по трем сторонам)::
∆АВС∼∆А1В1С1. Что и требовалось доказать.

31. Докажите, что если четыре прямые, проходящие
через точку А, пересекают плоскость α в верши-
нах параллелограмма, то они пересекают любую
плоскость, параллельную α и не проходящую че-
рез А, тоже в вершинах параллелограмма.

Пусть А — данная точка, ВСDЕ — данный параллелограмм.
Рассмотрим плоскости ВАС, САD, DAE, ЕАВ.

По теореме о пересечении двух па-
раллельных плоскостей третьей:
ВС||В1С1, CD||С1D1, ED||Е1D1, ВЕ||В1Е1.
Так что B1C1||BC||ED||E1D1, то есть
B1C1||E1D1 и B1E1||BE||CD||C1D1, то есть
B1E1||C1D1.

А, значит, В1С1D1Е1 — также
параллелограмм. Что и требовалось
доказать.

32. Даны две параллельные плоскости. Через точки А
и В одной из этих параллельных плоскостей про-
ведены параллельные прямые, пересекающие вто-
рую плоскость в точках А1 и В1. Чему равен отре-
зок А1В1, если АВ = а?

Проведем через прямые АА1 и ВВ1

плоскость. Она пересекает плоскости α
и β по параллельным прямым АВ и
А1В1. А значит четырехугольник
АА1ВВ1 — параллелограмм, так как
AB||A1B1 и AA1||BB1. У параллелограмма
противолежащие стороны равны, поэто-
му АВ = А1В1 = а.

33. Даны две параллельные плоскости α1 и α2 и точка
А, не лежащая ни в одной из этих плоскостей. Че-
рез т. А проведена произвольная прямая. Пусть Х1
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и Х2 — точки пересечения ее с плоскостями α1 и
α2. Докажите, что отношение длины отрезков
АХ1 : АХ2 не зависит от взятой прямой.

Задача решена в учебнике п. 146 стр. 16.

34. Точка А лежит вне плоскости α, Х — произволь-
ная точка плоскости α, Х1 точка отрезка АХ, де-
лящая его в отношении m : n. Докажите, что гео-
метрическое место точек Х1 есть плоскость, по
параллельная плоскости α.

Возьмем в плоскости α произвольную точку Х, построим соот-
ветствующую точку Х1 (АХ1 : ХХ1 = m : n) и проведем через точку
Х1 плоскость β, по параллельную α. Докажем, что плоскость β —
соответствующее геометрическое место точек.

1) Для любой точки Y плоскости α
точка Y1 пересечения прямой
АY1 : Y1Y = АХ1 : Х1Х = m : n, отсюда
следует, что любая точка плоскости β
удовлетворяет данному условию.

2) Если для точки Y плоскости α
точка Y2 делит отрезок АY в отноше-
нии m : n, то из соотношения пункта 1
следует, что точка Y2 совпадает с точ-
кой Y1 и поэтому принадлежит плос-
кости β.

Два указанных утверждения означают, что рассматриваемое гео-
метрическое место точек есть параллельная плоскости α плоскость β.

35. Даны три параллельные плоскости α1, α2, α3.
Пусть Х1, Х2, Х3 — точки пересечения этих плос-
костей с произвольной прямой. Докажите, что от-
ношение длин отрезков Х1Х2 : Х2Х3 не зависит от
прямой, т.е. одинаково для любых двух прямых.

Предположим, что другая прямая пересе-
кает плоскости α1, α2, α3 в точках Y1, Y2, Y3.
Через точку Х1 проведем прямую параллель-
ную второй прямой и пересекает плоскости
α2 и α3 соответственно в точках Z2 и Z3. Из
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задачи 33 следует, что Х Х
Х Х

Х Z
Z Z

1 2

2 3

1 2

2 3
=  (из подобия треугольников

Х2Х1Z2 и Х3Х1Z3).
По свойству отрезков параллельных прямых, заключенных меж-

ду параллельными плоскостями, Х1Z2 = Y1Y2 и Z2Z3 = Y2Y3, поэтому
Х Х
Х Х

Y Y
Y Y

1 2

2 3

1 2

2 3
= , т.е. величина постоянная.

36. Даны четыре параллельные прямые. Докажите,
что если какая-нибудь плоскость пересекает эти
прямые в вершинах параллелограмма, то любая
плоскость, не параллельная этим прямым, пересе-
кает их в вершинах некоторого параллелограмма.

Пусть а, b, с, d — данные прямые, и плоскость α пересекает эти
прямые в вершинах параллелограмма ABCD.

Пусть другая плоскость пересекает эти прямые в точках А1, В1,
С1, D1 соответственно. Плоскости АВВ1А1 и СDD1С1, параллельны,
поскольку прямые АВ и CD, и прямые а и d параллельны. А, значит,
плоскость β пересекает эти плоскости по параллельным прямым
А1В1 и С1D1.

Аналогично устанавливается параллельность прямых В1С1 и А1D1.
Так что А1В1С1В1 — параллелограмм. Что и требовалось доказать.

37. Дана параллельная проекция треугольника. Как по-
строить проекции медиан этого треугольника?

Задача решена в учебнике п. 147 стр. 18.

38. Дана параллельная проекция треугольника. Чем изо-
бразится проекция средней линии треугольника?
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Проекция средней линии треугольника изобразится средней ли-
нией проекции треугольника, так как середины отрезков проекти-
руются в середины проекций этих отрезков.

39. Может ли при параллельном проектировании па-
раллелограмма получиться трапеция? Объясните
ответ.

Не может, так как при параллельном проектировании парал-
лельные прямые переходят в параллельные прямые, а значит, па-
раллельной проекцией параллелограмма не может быть трапеция.

40. Может ли проекция параллелограмма при парал-
лельном проектировании быть квадратом?

Докажем, что может. Построим квадрат ABCD в плоскости α, и
проведем через прямую АВ плоскость β, отличную от плоскости α.
Построим в плоскости β параллелограмм АВС1D1.

Рассмотрим четырехугольник СDD1С1 — это параллелограмм.
Так как CD||AB||C1D1 и CD = AB = C1D1, поэтому DD1 || СС1. Полу-
чили, что при проектировании параллелограмма АВС1D1 на плос-
кость α параллельно прямой СС1, получился как раз квадрат ABCD.

41. Докажите, что параллельная проекция централь-
но-симметричной фигуры также является цен-
трально-симметричной фигурой.

Проекция центра симметрии фигуры будет являться центром сим-
метрии проекции этой фигуры, так как при параллельном проектиро-
вании середина отрезка перейдет в середину его проекции. Что и тре-
бовалось доказать.
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42. Дана параллельная проекция окружности и ее
диаметра. Как построить проекцию перпендику-
лярного диаметра?

Диаметр, перпендикулярный данному, делит пополам любую
хорду, параллельную данному диаметру. Так что проведем хорду
CD, параллельную данному диаметру АВ, и найдем середину М
этой хорды. Тогда прямая ОМ, где О — центр окружности содер-
жит перпендикулярный АВ диаметр.
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§17. Перпендикулярность прямых
и плоскостей

1. Докажите. что через любую точку прямой в про-
странстве можно провести перпендикулярную ей
прямую.

 Задача решена в учебнике п. 148, стр. 24.

2. Докажите, что через любую точку прямой в про-
странстве можно провести две различные перпен-
дикулярные ей прямые.

Проведем через прямую а две различные плоскости α и β. В
этих плоскостях через любую точку М проведем перпендикулярные
к данной прямой прямые с и b. Они различны, так как лежат в раз-
ных плоскостях. Таким образом через любую точку М прямой a
можно провести 2 разные перпендикулярные к a прямые.

3. Прямые АВ, АС и АD попарно перпендикулярны.
Найдите отрезок CD, если:
1) АВ = 3 см, ВС = 7 см, AD = 1,5 см;
2) BD = 9 см, ВС = 16 см, AD = 5 см;
3) АВ = b, ВС = а, AD = d;
4) BD = с, ВС = а, AD = d.
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Так как прямые АВ, АС, AD попарно перпендикулярны, то они
образуют 3 прямоугольных треугольника, со смежными сторонами.
Тогда:

1. В ∆АВС:
АВ = 3см, ВС = 7см, значит, АС2 = ВС2 − АВ2 = 49 – 9 = 40 (см).
Далее в ∆ACD:
CD2 = АС2 + AD2 = 40 + 2,25 = 42,25 (см2), тогда CD = 6,5 (см).
2. В ∆ABD:
АВ2 = DB2 − AD2 = 81 – 25 = 56 (см2).
Далее в ∆АВС:
АС2 = ВС2 − АВ2 = 256 − 56 = 200 (см2); АС2 = 200см2.
Далее в ∆CAD:
DC2 = АС2 + AD2 = 200 + 25 = 225 (см2), то есть DC = 15см.
3. В ∆САВ : АС2 = ВС2 − АВ2, то есть AС2 = а2 − b2.
Далее в ∆CAD : CD2 = АС2 + AD2 = (а2 − b2) + d2, значит,

CD = 222 d+b-a .
4. В ∆ADB : АВ2 = DB2 − AD2 = с2 − d2.
Далее в ∆АВС : АС2 = ВС2 − АВ2 = а2 −(с2 − d2).
И в ∆ACD : DC2 = АС2 + AD2 = (а2 − с2 + d2) + d2, тогда

DC = 222 2d+c-a .

4. Стороны четырехугольника ABCD и прямоуголь-
ника А1В1С1D1 соответственно параллельны. До-
кажите, что ABCD — прямоугольник.



33

Так как пары сторон AB и BC и А1В1 и B 1C1 параллельны по ус-
ловию, то ∠АВС = ∠А1В1С1 — так как это углы с сонаправленными
сторонами. Значит, ∠АВС = 90°.

Аналогично доказывается, что ∠BCD, ∠CDA, ∠DAB так же
равны 90°.

Таким образом четырехугольник ABCD — прямоугольник. Что
и требовалось доказать.

5. Докажите, что через точку, не лежащую в данной
плоскости, нельзя провести более одной прямой,
перпендикулярной этой плоскости.

Допустим, что прямые а и b, проходящие через точку С, пер-
пендикулярны не проходящей через точку С плоскости α. Пусть
они пересекают плоскость α в точках А и В. Но тогда эти точки
должны совпасть, иначе получится ∆АВС с двумя прямыми уг-
лами, что не может быть. Прямые а и b имеют две общие точки С
и А, так что и по аксиоме I2 эти прямые должны совпасть. Что и
требовалось доказать.

6. Через центр описанной около треугольника ок-
ружности проведена прямая, перпендикулярная
плоскости треугольника. Докажите, что каждая
точка этой прямой равноудалена от вершины тре-
угольника.

Пусть АВС — данный треугольник, О — центр описанной около
треугольника окружности, Х — любая точка на перпендикулярной
∆АВС прямой.
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Тогда поскольку О – центр описанной окружности, то ОА = ОВ
= =ОС = R. Тогда XA = XB = XC – как наклонные с равными проек-
циями. Что и требовалось доказать.

7. Через вершину А прямоугольника ABCD проведена
прямая АК, перпендикулярная его плоскости. Рас-
стояние от точки К до других вершин прямоуголь-
ника равны 6 м, 7 м и 9 м. Найдите отрезок АК.

Пусть ABCD — прямоугольник, АК ⊥ ABCD. Значит КС = 9м;
пусть КВ = 7м, KD = 6м.

∠КВС = 90° (по теореме о трех перпендикулярах), поэтому ВС2

= =КС2 − КВ2 = 92 − 72 = 32 (м2) (по теореме Пифагора).
Далее AD2 = ВС2 (так как ABCD — прямоугольник). Поскольку

ADKA⊥ , то

АК = 22KD AD− = 32-36 = 4 = 2 (м).

8. Через вершину острого угла прямоугольного тре-
угольника АВС с прямым углом С проведена пря-
мая AD, перпендикулярная плоскости треуголь-
ника. Найдите расстояние от точки D до вершин В
и С, если АС = а, ВС = b, AD = с.
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AD⊥АВС, а, значит, треугольник CAD — прямоугольный. Тогда

DC2 = AD2 + АС2 = а2 + с2; DC = 22 ca + .
∆АВС — прямоугольный (по условию). По теореме Пифагора

получаем, что:
АВ2 = АС2 + ВС2 = а2 + b2.
Далее ∆DAB — прямоугольный, так что DB2 = AD2 + АВ2 =

= с2 + а2 + b2; DB = 222 cba ++ .

9. Докажите, что через данную точку прямой можно
провести одну и только одну перпендикулярную
ей плоскость.

Задача решена в учебнике п. 150, стр. 26.

10. Через точку А прямой а проведены перпендику-
лярные ей плоскость β и прямая b. Докажите, что
прямая b лежит в плоскости β.

Проведем через прямые а и b плоскость α. Она пересечет плос-
кость β по прямой b1, перпендикулярной прямой а. Так как b1 лежит
в β. В плоскости α прямые b и b1 должны совпадать как две перпен-
дикулярные к прямой a прямые, проходящие через одну точку. Зна-
чит прямая b лежит в плоскости β, что и требовалось доказать.



36

11. Докажите, что через данную точку плоскости
можно провести одну и только одну перпендику-
лярную ей прямую.

Задача решена в учебнике п. 150 стр. 26.

12. Докажите, что через любую точку А можно про-
вести прямую, перпендикулярную данной плоско-
сти α.

Задача решена в учебнике п. 151 стр. 27.

13. Через вершину квадрата ABCD проведена прямая
ВМ, перпендикулярная его плоскости. Докажите, что:
1) прямая AD перпендикулярна плоскости прямых
АВ и ВМ;
2) прямая CD перпендикулярна плоскости прямых
ВС и ВМ.

•

•
•

1) В плоскости АВМ проведем АА1 || ВМ. Тогда АА1 ⊥ AD (по
признаку перпендикулярности прямых). АВ ⊥ AD (по условию),
значит, AD перпендикулярна плоскости АВМ (по теореме 18.2).

2) В плоскости МВС проведем СС1 || ВМ. Тогда CD ⊥ СС1 (по
признаку перпендикулярности прямых). CD ⊥ СС1 и CD ⊥ ВС (по
условию), значит, CD перпендикулярна плоскости МВС (по теореме
18.2). Что и требовалось доказать.

14. Через точки А и В проведены прямые, перпендику-
лярные плоскости α, пересекающие ее в точках С и
D соответственно. Найдите расстояние между точ-
ками А и В, если АС = 3 м, BD = 2 м, CD = 2,4 м и
отрезок АВ не пересекает плоскость α.
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Проведем ВЕ || DС, тогда BE ⊥ AC. Так что

ЕС = BD = 2 м. Значит, АЕ = АС − ЕС = 3 – 2 = 1 (м).
Далее, ВЕ = DC = 2,4 м. И в ÄABE по теореме Пифагора.

АВ = АЕ + ВЕ2 2 = 1 22 2+ ,4 = 2,6 (м).

15. Верхние концы двух вертикально стоящих столбов,
удаленных на расстояние 3,4м, соединены перекла-
диной. Высота одного столба 5,8 м, а другого —
3,9 м. Найдите длину перекладины.

Проведем КС ⊥ АВ.
Тогда CD = АК = 3,9 м, так что
ВК = АВ − АК = 5,8 − 3,9 = 1,9 (м).
Далее AD = КС = 3,4 м.

Поэтому в ÄBKC  по теореме Пифагора получаем:

ВС = ВК + КС2 2 = 1 9 3 42 2, ,+ = 1517, ≈3,9 (м).

16. Телефонная проволока длиной 15 м протянута от
телефонного столба, где она прикреплена на вы-
соте 8 м, от поверхности земли, к дому, где ее
прикрепили на высоте 20 м. Найдите расстояние
между домом и столбом, предполагая, что прово-
лока не провисает.
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Проведем ВЕ ⊥ CD. Тогда АВ = DE = 8 м, и
СЕ = CD − ED = 20 – 8 = 12 (м).
Далее в ÄBCE  по теореме Пифагора получаем:

ВЕ = 22 CE - BC = 981144225 ==+ (м).

17. Точка А находится на расстоянии а от вершин
равностороннего треугольника со стороной а.
Найдите расстояние от точки А до плоскости тре-
угольника.

Пусть ÄBCD  — равносторонний. Проведем АН ⊥ (BCD).
Так как АВ = АС = AD = а, то проекции наклонных также равны,

то есть:
НВ = НС = HD.
Значит, Н — центр описанной около ∆BCD окружности, радиус

которой НВ = R = .
33

BC a=

Далее так как АН ⊥ (BCD), то треугольник АНВ прямоугольный.
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И по теореме Пифагора получаем:

АН = 22 HB-АB =
2

2

3
- aa = а

3
2 .

18. Из точки S вне плоскости α проведены к ней три
равные наклонные SA, SB, SC и перпендикуляр SO.
Докажите, что основание перпендикуляра О являет-
ся центром окружности, описанной около треуголь-
ника АВС.

Так как наклонные SA, SB, SC равны, то их проекции ОА, ОВ,
ОС также равны, а это значит, что точка О — центр описанной око-
ло треугольника АВС окружности. Что и требовалось доказать.

19. Стороны равностороннего треугольника равны
3 м. Найдите расстояние до плоскости треуголь-
ника от точки, которая находится на расстоянии
2 м от каждой из его вершин.

Проведем АН ⊥ (BCD). Так как АВ = АС = AD = 2 м, то проек-
ции этих наклонных также равны: НВ = НС = HD. Значит, Н —
центр описанной около ∆BCD окружности, так что

НВ = R = =
3

BD
3
3 = 3  (м).
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Далее так как АН⊥(BCD), то треугольник АНВ прямоугольный,

поэтому: АН = АВ -НВ2 2 = 4 - 3 = 1 (м).

20. В равнобедренном треугольнике основание и вы-
сота равны 4 м. Данная точка находится на рас-
стоянии 6 м от плоскости треугольника и на рав-
ном расстоянии от его вершин. Найдите это
расстояние.

Пусть АН высота равнобедренного треугольника АВС с основа-
нием ВС и равными сторонами АВ = АС. Нарисуем ∆АВС на плос-
кости (1) и на проекционном чертеже (2). Пусть P данная точка.

Так как точка Р равноудалена от точек А, В, С, т.е. РА = РВ =
=РС, то проекция О точки Р на плоскость АВС — центр описанной
около ∆АВС окружности. Значит, точка О лежит на серединном
перпендикуляре к стороне ВC, т.е. на прямой АН.

Рассмотрим ∆ОВН. По теореме Пифагора:
ОВ2 = ВН2 + ОН2; ВН = ВС : 2 = 2 м, а OB = R, тогда
ОН = АН − АО = 4 – R, получаем:
R2 = 22 + (4 − R)2; R2 = 4 + 16 – 8R + R2;
8R = 20; R = 2,5 м.
Далее в ÄPOC  по теореме Пифагора:
РС2 = РО2 + ОС2 = 6  + 2,52 = 36 + 6,25 = 42,25, тогда
РС = =25,42 6,5 (м).
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21. Расстояния от точки А до вершин квадрата равны
а. Найдите расстояние от точки А до плоскости
квадрата, если сторона квадрата равна b.

Пусть АО перпендикуляр, опущенный из точки А на плос-
кость квадрата. Поскольку AB = AC = AD = AF, то и OB = OC =
=OD = OF и, значит, О — точка пересечения диагоналей. Тогда

OF = .
2

2CF
2
1 b=  Далее треугольник AOF — прямоугольный. Так

что

АО = 22 OFAF − =
2

2

2
2











− ba =

2

2
2 ba − .

22. Найдите геометрическое место оснований на-
клонных данной длины, проведенных из данной
точки к плоскости.

Пусть S — данная точка, SO — перпендикуляр к плоскости α,
b — длина наклонных. Поскольку каждая наклонная из точки S
имеет одинаковую длину, то расстояния от точки О до оснований
всех наклонных будут одинаковы. Поэтому искомое геометриче-
ское место точек — это окружность в данной плоскости с центром в

точке О и радиусом R = 22 - SOb .
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23. Из точки к плоскости проведены две наклонные,
равные 10см и 17см. Разность проекций этих на-
клонных равна 9см. Найдите проекции наклон-
ных.

Пусть SA и SB – данные диагонали. Обозначим проекции
АО = y, ОВ = х, х > y, так как SB > SA. Пусть SO — перпендикуляр
к плоскости α. Тогда из двух прямоугольных треугольников AOS и
BOS получаем:

SO2 = AS2 − АО2; SO2 = BS2 − ОВ2;
AS2 − АО2 = BS2 − ОВ2;
102 − y2 = 172 − х2.
Далее х − y = 9, то есть х = 9 + у;
102 − у2 = 172 − (9 + у)2;
100 − у2 = 289 − 81 − 18у − у2;
18у = 108;  у = 6 см;
х = 9 + 6 = 15 см.

24. Из точки к плоскости проведены две наклонные.
Найдите длины наклонных, если:
1) одна на 26 см больше другой, а проекции на-
клонных раны 12 см и 40 см;
2) наклонные относятся как 1 : 2, а проекции на-
клонных равны 1 см и 7 см.
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1) Проведем SO – перпендикуляр к плоскости α, и обозначим
SA = x, SB = y; x > y, так как AO > OB. Из двух прямоугольных тре-
угольников SOA и SOB получаем:

SO2 = AS2 − АО2; SO2 = BS2 − ОВ2, то есть .1240 2222 −=− yx
Далее х − у = 26; х = 26 + у, так что х2 − 402 = у2 − 122;
(26 + у)2 − 402 = у2 − 122;
52у = 780; у = 15 (см), тогда х = 26 + 15 = 41 (см).
То есть AS = 41 (см), BS = 15 (cм).

1
7

2) Обозначим AS = х, тогда AS : SB = 1 : 2, то SB = 2x.
SO — перпендикуляр. В прямоугольных треугольниках AOS и

BOS имеем:
SO2 = SA2 − АО2; SO2 = SB2 − ОВ2, то есть ,7)2(1 222 −=− xx
х2 − 1 = 4х2 − 49;
3х2 = 48; х2 = 16;
х = 4. Так что AS = 4 (см) и BS = 8 (см).

25. Из точки к плоскости проведены две наклонные,
равные 23 см и 33 см. Найдите расстояние от этой
точки до плоскости, если проекции наклонных от-
носятся как 2 : 3.

Пусть SO — перпендикуляр к плоскости α, а SA и SB — данные
наклонные.
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Обозначим АО = 2x. Так как AO : BO = 2 : 3, то BO = 3x. Далее
из прямоугольных треугольников AOS и BOS получаем:

SO2 = AS2 − АО2; SO2 = BS2 − ВО2, то есть
232 − 4х2 = 332 − 9х2.
5х2 = 560; х2 = 112. Далее
SO2 = AS2 − АО2 = 22 423 x−  = 81, то есть SO = 9 (см).

26. Докажите, что если прямая параллельна плоско-
сти, то все ее точки находятся на одинаковом рас-
стоянии от плоскости.

Задача решена в учебнике п. 152 стр. 29.

27. Через вершину прямого угла С прямоугольного
треугольника АВС проведена плоскость, парал-
лельная гипотенузе, на расстоянии 1 м от нее.
Проекция катетов на эту плоскость равны 3 м и
5 м. Найдите гипотенузу.

Пусть ∆АВС — данный. Проведем AA1 и BB1 перпендикулярны
к α, тогда АА1 = ВВ1 = 1 м — расстояние от гипотенузы до плоско-
сти α.  А1С и В1С — проекции наклонных AC и BC на плоскость α.

Тогда в прямоугольных треугольниках АА1С и ВВ1С имеем:
СА2 = АА1

2 + А1С2 = 32 + 12 = 10 (м2), и
СВ2 = ВВ1

2 + В1С2 = 52 + 12 = 26 (м2).
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По теореме Пифагора в треугольнике АВС:
АВ2 = СА2 + СВ2; АВ2 = 10 + 26 = 36; АВ = 6 (м).

28. Через одну сторону ромба проведена плоскость на
расстоянии 4 м от противолежащей стороны. Про-
екции диагоналей на эту плоскость равны 8 м и
2 м. Найдите проекции этих сторон.

Из точек В и С опустим перпендикуляры ВВ1 и СС1 на плоскость
α; ВВ1 = СС1 = 4м. АС1 — проекция диагонали АС на плоскость α,
В1D — проекция диагонали BD на плоскость α.

Так что АС1 = 8 м, В1D = 2 м.
Рассмотрим прямоугольные треугольники ВВ1D и СС1А. По тео-

реме Пифагора:
АС2 = СС1

2 + АС1
2 = 82 + 42 = 80; АС = 80 (м), а

BD2 = ВВ1
2 + В1D2 = 42 + 22 = 20; BD = 20  (м).

Далее ОС =
2
1 АС =

2
1 80 (м);

OD =
2
1 BD =

2
1 20  (м).

По свойству ромба: АС ⊥ BD. Так что треугольник OCD - пря-
моугольный, поэтому:

CD2 = ОС2 + OD2 =
4

80 +
4

20 = 25; CD = 5 (м).

Так как ВС || α, то В1С1 = ВС = 5 (м).
Из прямоугольных треугольников DC1С и АВ1В найдем АВ1 и DC1

по теореме Пифагора: АВ1 = DC1 = 2
1

2 - CCDC = 1625 − = 3 (м).

29. Из концов отрезка АВ, параллельного плоскости,
проведены перпендикуляр АС и наклонная BD,
перпендикулярная отрезку АВ. Чему равно рас-
стояние CD, если АВ = а, АС = b, BD = с?
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Проведем AD. Тогда из прямоугольного треугольника ABD име-
ем: 22222 BDABAD ba +=+= .

Далее по теореме Пифагора в ÄACD :
CD2 = AD2 − АС2 = (а2 + с2) − b2 = а2 + с2 − b2, так что

CD = 222 bca −+ .

30. Докажите, что расстояние от всех точек плоскости
до параллельной плоскости одинаковы.

Выберем произвольные точки А и В на плоскости α, параллель-
ной плоскости β.

Прямая АВ лежит в плоскости α поэтому параллельна плоскости β.
Опустим перпендикуляры АА1 и ВВ1 на плоскость β. По теореме 18.4
прямые АА1 и ВВ1 параллельны и лежат в одной плоскости; у четы-
рехугольника АА1В1В противоположные стороны параллельны, зна-
чит, это параллелограмм; так что, АА1 = ВВ1. Что и требовалось дока-
зать.

31. Расстояние между двумя параллельными плоско-
стями равно а. Отрезок длины b своими концами
упирается в эти плоскости. Найдите проекцию от-
резка на каждую из плоскостей.
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Пусть плоскости α и β параллельны. BD – данная наклонная.
Проведем âBA⊥ и α.DC⊥  Тогда CD = АВ — расстояние между па-
раллельными плоскостями α и β. Так что AB = CD = a.

Проекции наклонной BD на плоскости α и β равны: ВС = AD.
И по теореме Пифагора:

AD = 22 АBBD − = 22 - ab .

32. Два отрезка длин а и b упираются концами в две
параллельные плоскости. Проекция первого от-
резка (длины а) на плоскость равна с. Найдите
проекцию второго отрезка.

Пусть DE и AC – данные наклонные. Проведем DM ⊥ β. Тогда
DM = АВ расстояние между двумя параллельными плоскостями.

Так что DM = AB = d. Далее по теореме Пифагора:

d = АВ = a c2 2− . Так что

DM = a c2 2− .
Но тогда ∆EMD — прямоугольный, поэтому:
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ЕМ = DЕ DM2 2− = )c-(-b 222 a = 222 c-b +a .

33. Концы данного отрезка, не пересекающего плос-
кость, удалены от нее на 0,3 м и 0,5 м. Как удале-
на от плоскости точка, делящая данный отрезок в
отношении 3 : 7?

D

Пусть АВ — данный отрезок, С — точка на нем, такая что АС :
:СВ = 3 : 7.

АА1, СС1, ВВ1 — перпендикуляры, опущенные из точек А, С, В
на плоскость α. АА1 = 0,3м, ВВ1 = 0,5м.

По теореме 18.4 отрезки АА1, ВВ1, СС1 параллельны, и значит,
лежат в одной плоскости. Точки А1, С1, В1 лежат на прямой пересе-
чения этой плоскости с плоскостью α.

Проведем из точки А прямую AD параллельную А1В1, значит
AD ⊥ BB1. Тогда АА1С1К — прямоугольник. Так что КС1 = АА1.
DB1=0,3 м.

∆АСК ~ ∆ABD так как СК параллельна BD. Далее

АC
АB = 

AC
BCAC + = 

AC
BC1+ = 

3
71+= = 

10
3 ;

.
3

10
AC
AB

CK
BD ==  Так что .

10
3BDCK =

Так BD = ВВ1 − DB1 = 0,5 − 0,3 = 0,2 (м),

0,06
10
0,23CK =⋅=  (м).

Ну и СС1 = СК + КС1 = 0,06 + 0,3 = 0,36 (м).

34. Через середину отрезка проведена плоскость. До-
кажите, что концы отрезка находятся на одинако-
вом расстоянии от этой плоскости.
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1

1

Пусть АВ — данный отрезок, точка О — середина отрезка, через
точку О проведена плоскость. Проведем АА1 и ВВ1 перпендикуляры
на плоскость α.

По теореме 18.4 прямые АА1 и ВВ1, а вместе с ними и отрезок
АВ и точка О лежат в одной плоскости.

Далее рассмотрим ∆АА1О и ∆ВВ1О — они прямоугольные.
АО = ОВ — по условию, ∠А1ОА = ∠В1ОВ как вертикальные.

Так что, ∆AА1О = ∆BВ1О, а, значит, АА1 = ВВ1. Что и требовалось
доказать.

35. Через диагональ параллелограмма проведена
плоскость. Докажите, что концы другой диагона-
ли находятся на одинаковом расстоянии от этой
плоскости.

Пусть АС и BD — диагонали параллелограмма и точка О – сере-
дина диагоналей. Проведем плоскость α через диагональ BD. Про-
ведем перпендикуляры AS и CS, на плоскость α.

Тогда треугольники ∆AOS и ∆COS1 — прямоугольные: АО =
=ОС — по свойству диагоналей параллелограмма, ∠ SOA = S1 OC;
так что

∆AOS = ∆COS1 (по стороне и острому углу), откуда следует, что
AS = S1C. Что и требовалось доказать.
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36. Найдите расстояние от середины отрезка АВ до
плоскости, не пересекающей этот отрезок, если
расстояние от точек А и В до плоскости равны:
1) 3,2 см и 5,3 см; 2) 7,4 см и 6,1 см; 3) а и b.

Пусть АВ — искомый отрезок. Е — середина отрезка АВ. АА1,
ЕЕ1, ВВ1 — перпендикуляры, опущенные из точек А, Е, В на плос-
кость α. По теореме 17.4 эти перпендикуляры параллельны между
собой. Тогда решим сначала общий случай AA1 = a и BB1 = b.

3)АЕ = ЕВ = 1
2
АВ; ∆АМЕ ∼ ∆ADB, так как EM||BD. Так что

АЕ
АВ

ЕМ
BD

= ; EM = BD.
2
1BD

AB
AE =⋅

Но BD = BB1 – DB1 = b – a, поэтому ЕМ = 1
2

(b − a).

Далее ЕЕ1 = ЕМ + МЕ1 = а + 1
2

(b − a) = а + 1
2

b − 1
2
а =

= 1
2
а + 1

2
b = 1

2
(а + b).

Теперь подставив вместо a и b числа, получим:

1) ЕЕ1 =
1
2

(3,2 + 5,3) = 1
2

·8,5 = 4,25 (см).

2) ЕЕ1 =
1
2

(7,4 + 6,1) = 1
2

·13,5 = 6,75 (см).

37. Решите предыдущую задачу, считая. что отрезок
АВ пересекает плоскость.
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Решим общий случай:
O — середина AB. ∆ADB — прямоугольный.
ОО1 — средняя линия. Тогда

BD = а + b и ОО1 = 
2
1 BD = .

2
ba +

Если a < b, то ОЕ = ОО1 − О1Е =
2
1 а +

2
1 b − а =

2
1 (b − a).

Если a > b, то ОЕ =
2
1 (а − b). Так что в любом случае

ОЕ =
2
1 |а − b|.

Подставив числа, получим:

1) ОЕ =
2
1 |3,2 − 5,3| = 

2
1 ·2,1 = 1,05 (см).

2) ОЕ =
2
1 |7,4 − 6,1| = 

2
1 ·1,3 = 0,65 (см).

38. Отрезок длины 1 м пересекает плоскость, концы
его удалены от плоскости на 0,5 м и на 0,3 м. Най-
дите длину проекции отрезка на плоскость.
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Пусть отрезок AB пересекает плоскость α в точке O. Спроекти-
руем его на плоскость α. Проведем перпендикуляры AA1 и BB1

AA1 = 0,3 м, BB1 = 0,5 м.
Проведем через т. A прямую, параллельную A1B1. Она пересечет

продолжение отрезка BB1 в точке M. AM ⊥ BM. В ∆ ABM по теоре-
ме Пифагора: AM2 = AB2 – MB2, но

MB = MB1 + BB1 = 0,5 + 0,3 = 0,8 (м), а AB = 1 (м), так что
AM2 = 1 – 0,64 = 0,36 (м2); AM = 0,6 (м). Далее
так как AA1B1M — прямоугольник, то A1B1 = AM = 0,6 м.

39. Через основание трапеции проведена плоскость,
отстающая от другого основания на расстояние а.
Найдите расстояние от точки пересечения диаго-
налей трапеции до этой плоскости. если основа-
ния трапеции относятся как m : n.

1

m
1

n

Пусть ABCD и α — данные трапеция и плоскость. О — точка
пересечения диагоналей трапеции. ВВ1 и ОО1 — перпендикуляры к
плоскости α. Тогда BB1 = a. Так как ÄOAD ~ ÄOCB , то

.
BC
AD

OB
OD

n
m==

Далее рассмотрим ∆ВВ1D ВВ1 и ОО1 лежат в плоскости ВВ1D.
DO1О~ВВ1D так как DBB1∠  — общий и DBBDOO 11 ∠=∠ = 90°.

Тогда 
1

1
BB
OO =

n+m
m=

OD+OB
OD=

BD
OD .

Так что ОО1 = .
n+m

m·BB1

nm
am
+

=

40. Через сторону параллелограмма проведена плос-
кость на расстоянии а от противолежащей сторо-
ны. Найдите расстояние от точки пересечения
диагоналей параллелограмма до этой плоскости.
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Пусть ABCD и α данные параллелограмм и плоскость. Проведем
перпендикуляр СС1 на плоскость α. Тогда СС1 = a. М — точка пере-
сечения диагоналей параллелограмма. Проведем ММ1 — перпенди-
куляр к плоскости α. Тогда MM1||CC1.

∆АМ1М подобен ∆АС1С. Поэтому 
1

1

CC
ММ

=
АC
АМ .

Диагонали параллелограмма в точке пересечения делятся попо-

лам так что .
2
1

AC
AM =  Поэтому .

2
1CC

2
1MM 11 a=⋅=

41. Из вершины квадрата восстановлен перпендику-
ляр к его плоскости. Расстояния от конца этого
перпендикуляра до других вершин квадрата равны
а и b (а < b). Найдите длину перпендикуляра и
сторону квадрата.

Пусть SA – данный перпендикуляр. Тогда SB = SD = a (так как
равные наклонные имеют равные проекции). АВ ⊥ ВС (стороны
квадрата). SB ⊥ ВС (по теореме о трех перпендикулярах).

Значит, ∆SBC — прямоугольный, поэтому по теореме Пифагора:
ВС2 = SC2 − SB2 = b2 − а2, так что

АВ = AD = CD = BC = 22 ab - .
SA ⊥ AB (по условию), так что
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SA2 = SB2 − АВ2; а2 − (b2 − а2) = ,2 22 ba −  так что

SA = 22 -2 ba .

42. Из вершины прямоугольника восстановлен пер-
пендикуляр к его плоскости. Расстояние от конца
этого перпендикуляра до других вершин прямо-
угольника равны а, b, с (а < c, b < c). Найдите
длину перпендикуляра и стороны прямоугольни-
ка.

Пусть SA – данный перпендикуляр. Тогда SD, SC и SB — на-
клонные, SD = b, SC = c, SB = a.

∆SDC = 90° (теорема о 3-х перпендикулярах). Так что ∆SDC —
прямоугольный. Поэтому

DC2 = SC2 − SD2 = ,22 bc −  так что

DC = 22 b-c ; DC = АВ — стороны прямоугольника.
По теореме Пифагора в ∆SAB:
SA2 = SB2 − АВ2 = а2 − (с2 − b2) = а2 + b2 − с2, так что

SA = 222 c-b+a .
Далее ∆SBC — прямоугольный по теореме о трех перпендику-

лярах, поэтому
ВС2 = SC2 − SB2 = с2 − а2. Так что

AD = ВС = 22 ac - .

43. Из данной точки к плоскости проведены две на-
клонные длиной 2 м. найдите расстояние от точки
до плоскости, если наклонные образуют угол 60°,
а их проекции перпендикулярны.
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Проведем SO – перпендикуляр к плоскости. Тогда наклонные
SA = SB = 2м. ∠ASB = 60°.

Равные наклонные имеют равные проекции, значит, АО = ОВ.
Так как угол ∠ASB = 60°, то ∆ASB — равносторонний, а, зна-

чит, АВ = AS = SB = 2м.
Далее АО ⊥ ОВ (по условию), ∆АОВ — равнобедренный и пря-

моугольный.
Так что ∠ОАВ = ∠ОВА = 45°. А, значит,

BO = АО = АВ·cos45° = 2·
2
2 = 2 (м).

Далее по теореме Пифагора в ∆AOS:

SO = 22 AOAS − = 24 − = 2 (м).

44. Из точки, отстоящей от плоскости на расстояние
1 м, проведены две равные наклонные. Найдите рас-
стояние между основаниями наклонных, если из-
вестно, что наклонные перпендикулярны и образу-
ют с перпендикуляром к плоскости углы, равные
60°.

Пусть SA = SB данные наклонные, SO — перпендикуляр к плос-
кости, SO = 1м. ∆AOS = ∆BOS — прямоугольные, (по гипотенузе и
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острому углу) ∠ASO = 60° и ∠BSO = 60°, а, значит, ∠SAO =
=∠SBO=30°. Поэтому:

SO =
2
1 SA =

2
1 SB. Так что SB = SA = 2м.

По условию SA ⊥ SB, тогда, по теореме Пифагора, получаем:

АВ = 22 SBSА +  = 4+4 = 8 = 2 2 (м).

45. Через центр вписанной в треугольник окружности
проведена прямая, перпендикулярная плоскости
треугольника. Докажите, что каждая точка этой
прямой равноудалена от сторон треугольника.

Задача решена в учебнике п. 153 стр. 30.

46. К плоскости треугольника из центра вписанной в
него окружности радиуса 0,7 м восстановлен пер-
пендикуляр длиной 2,4 м. Найдите расстояние от
конца этого перпендикуляра до сторон треуголь-
ника.

Пусть O –центр вписанной окружности, а OS – данный перпен-
дикуляр. Тогда r = АО = ОВ = ОС = 0,7 м., где точки А,В,С — точки
касания сторон треугольника с окружностью.

По теореме о трех перпендикулярах SA ⊥ MN.
Тогда по теореме Пифагора в ∆AOS:

SA = 5,225,67,04,2AO+SO 2222 ==+=  (м).

47. Расстояние от данной точки до плоскости тре-
угольника равно 1,1 м, а до каждой из его сто-
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рон — 6,1 м. Найдите радиус окружности, впи-
санной в этот треугольник.

Пусть S — данная точка, и SO – перпендикуляр.Тогда SO =
1,1 м, расстояние от данной точки до плоскости треугольника. SB,
SC, SA — наклонные; перпендикуляры к сторонам треугольника.
Тогда АО = ВО = СО как проекции равных наклонных. По теореме
о трех перпендикулярах АО, ВО, СO перпендикулярны сторонам
треугольника. Значит O – центр вписанной окружности в треуголь-
ник и .OCOBAO ===r

По теореме Пифагора в треугольнике SOB:

ОВ = 22 SOSO − = 22 1,16,1 − = 36 = 6 (м).

48. Из вершины равностороннего треугольника АВС
восстановлен перпендикуляр AD к плоскости тре-
угольника. Найдите расстояние от точки D до сто-
роны ВС, если AD = 13 см, ВС = 6 см.

Проведем DК ⊥ ВС, тогда по теореме о трех перпендикулярах
AK ⊥ ВС. DK — искомое расстояние. Так как AK – высота, то AK –
медиана (∆ABC  — равносторонний), поэтому ВК = 3 см. По теоре-
ме Пифагора в ABK∆ :
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АK = 22 BKАB − = 22 36 − = 27 (м).
Аналогично в ∆DAK по теореме Пифагора:

DK = 22 АKАD + = 27+132 = 196  = 14 (м).

49. Через конец А отрезка АВ длины b проведена
плоскость, перпендикулярная отрезку, и в этой
плоскости проведена прямая. Найдите расстоя-
ние от точки В до прямой, если расстояние от
точки А до прямой равно а.

BA — перпендикуляр к плоскости α, тогда BA ⊥ AA1, где
AA1 — расстояние от точки A до прямой с в плоскости α и
AA1 ⊥  с. По теореме о трех перпендикулярах BA1 ⊥ a.

Значит, BA1 и есть расстояние от точки B до прямой a.

По теореме Пифагора в :∆ABA1

BA1
2 = BA2 + AA1

2 = b2 + a2, так что

BA1 = 22 ba + .

50. Расстояния от точки А до всех сторон квадрата
равны а. Найдите расстояние от точки А до плос-
кости квадрата, если диагональ квадрата равна d.
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E

Пусть А — данная точка. АО — искомое расстояние, то есть AO
– перпендикуляр. Наклонные АК = АЕ; ОЕ, ОК — проекции равных
наклонных, а значит, ОЕ = ОК.

Далее по теореме о трех перпендикулярах ОЕ и ОК — перпендику-
лярны к сторонам квадрата. Значит, О — центр вписанной окружно-
сти. То есть О – точка пересечения диагоналей.

Тогда, ON =
2
d  (по свойству диагоналей квадрата), и по теореме

Пифагора в треугольнике OKN:

E

OK = NOKsinON ∠⋅  = ON·sin45° =
2
d ·

2
2 = 

22
d .

Далее в треугольнике АОК по теореме Пифагора:

АО = 22 OKАK − =
8

2
2 da − .

51. Точка М, лежащая вне плоскости данного прямого
угла, удалена от вершины угла на расстояние а, а
от его сторон на расстояние b. Найдите расстоя-
ние от точки М до плоскости угла.
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Пусть α — плоскость данного прямого угла BAD. Тогда
МВ = MD = b (перпендикуляры к сторонам угла), МА = а, и МС —
перпендикуляр к плоскости α.

Далее по теореме о трех перпендикулярах ВС ⊥ АВ, CD ⊥ AD,
причем как проекции равных наклонных BC = CD. Значит,
ABCD — квадрат со сторонами:

СD=ВС = АВ = AD = 22 ba -  (По теореме Пифагора в ∆AMD ).
В треугольнике DCM имеем:

МС = 22 DCDM − = )-(- 222 bab = 22 -2 ab .

52. Дан равнобедренный треугольник с основанием 6 м
и боковой стороной 5 м. Из центра вписанного кру-
га восставлен перпендикуляр к плоскости тре-
угольника длиной 2 м. Найдите расстояние от кон-
ца этого перпендикуляра до сторон треугольника.

Пусть SO — данный перпендикуляр, K, M, N — точки касания
сторон треугольника с окружностью. Тогда по теореме о трех пер-
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пендикулярах SK⊥ВС, AB,SN⊥  OM.SM⊥  Так что SK = SM = SN –
искомое расстояние.

Далее SАВС = р·r, .
2

ACBCABp ++=

р = 5 6 5
2

+ + = 8(м); Так что S = 8r ( 2м ).

Далее AC,BM
2
1S ⋅=  но

492522 =−=−= MCBCBM  (м).

Так что S = 1
2

·6·4 = 12 (м2). То есть

8r = 12 и r = OK = 1,5 (м).
Далее из :∆SOK

SK = 22 OKSO + = 25,625,24 =+ = 2,5 (м).

53. Из вершины прямого угла С треугольника АВС
восставлен перпендикуляр CD к плоскости тре-
угольника. Найдите расстояние от точки D до ги-
потенузы треугольника, если АВ= а, ВС=b, CD= c.

Пусть CD – перпендикуляр к плоскости треугольника, а СК ⊥
АВ (высота треугольника).

Тогда по теореме о трех перпендикулярах DK ⊥ АВ. То есть DK

– искомое расстояние. Далее АС = 22 BCAB − = 22 -ba ;

SАВС = 2
1 AB⋅CK =

2
1 AC⋅ВС.
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Так что CK = =⋅
AB

CBAC
a

·bba 22 -
.

Далее в :∆CDK

DK = 22 CKCD + =
2

22
2












 ⋅−+
a

bbac =

=
2

422
2

a
bbac −+ = 2

4
22

a
bbc −+ .

54. Даны прямая а и плоскость α. Проведите через
прямую а плоскость, перпендикулярную плоско-
сти α.

Задача решена в учебнике п. 154 стр. 31.

55. Даны прямая а и плоскость α. Докажите, что все
прямые, перпендикулярные плоскости α и пересе-
кающие прямую а, лежат в одной плоскости, пер-
пендикулярной плоскости α.

Возьмем любую точку А на прямой а, и проведем через нее пря-
мую b ⊥ α. Плоскость β, образованная прямыми а и b, пересекает α
по прямой с и b ⊥ с. Плоскости α и β перпендикулярны. Так как b ⊥ α
и β содержит b. Любая прямая перпендикулярная α – должна быть па-
раллельна b. А так как она пересекает а, то лежит в β. Что и требова-
лось доказать.

56. Из вершин А и В равностороннего треугольника
АВС восстановлены перпендикуляры АА1 и ВВ1 к
плоскости треугольника. Найдите расстояние от
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вершины С до середины отрезка А1В1, если
АВ = 2 м, СА1 = 3 м; СВ1 = 7 м и отрезок А1В1 не
пересекает плоскость треугольника.

Проведем CK ⊥ AB и К1К параллельно АА1 и ВВ1. Тогда иско-
мое расстояние — СК1.

АА1 || КК1 || ВВ и лежат в одной плоскости. Значит ВВ1А1А —
трапеция, а КК1 — средняя линия трапеции, так как CK – медиана и
высота. Тогда

КК1 = 2
BBАА 11 + .

В ∆АА1С : АА1
 = 549ACCA 22

1 =−=−  (м).

В ∆В1ВС : ВВ1
 = 5345449BCCB 22

1 ==−=−  (м).

Так что КК1 =
АА ВВ1 1+

2
=

2
535 + = 2 5 (м).

В ∆К1КС : СК1 = 22
1 KCKK + , но

КС = ВС·cos30° = ВС·
2
3 = 2·

2
3 = 3 (м).

Так что СК1 = 22 )3()52( + = 320 + = 23  (м).

57. Из вершин А и В острых углов прямоугольного тре-
угольника АВС восставлены перпендикуляры АА1 и
ВВ1 к плоскости треугольника. Найдите расстояние
от вершины С до середины отрезка А1В1, если
А1С=4 м, А1А=3 м, В1С = 6 м, В1В = 2 м и отрезок
А1В1 не пересекает плоскости треугольника.
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Пусть СК1 – искомое расстояние. Тогда СК1
 = 22

1 CKKK +  (по
теореме Пифагора), так как треугольник К1КС прямоугольный (КК1

⊥АВ).

Далее АА1 || КК1 || ВВ1 и лежат в одной плоскости, значит,
АА1В1В — трапеция. Но тогда КК1 — средняя линия, так как К1 –
середина А1В1.

Так что КК1 =
АА ВВ1 1+

2
= 

2
5

= 2,5 (м);

Далее по теореме Пифагора в ∆В1ВС:

ВС = 2
1

2
1 BB-CB = 6 22 2− = 32 (м);

в ∆А1АС:

АС = 2
1

2
1 АА-CА = 22 34 − = 7 (м);

тогда в ÄABC :

=+= 22 ACBCAB = 22 )7()32( + = 732 + = 39 (м);

AB
2
1CK =  (радиус вписанной окружности), то есть

СК = 39
2
1 (м);

далее, СК1 =
2

2

2
39)5,2( 










+ = 16 = 4 (м).

58. Докажите, что если прямая, лежащая в одной из
двух перпендикулярных плоскостей, перпендику-
лярна линии их пересечения, то она перпендику-
лярна и другой плоскости.

Пусть α ⊥ β, пересекаются по прямой с,
а ⊂ α, а ⊥ с.
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Тогда проведем в плоскости β через точку
С пересечения прямых а и с прямую b пер-
пендикулярно с. Тогда плоскость γ образо-
ванная прямыми а и b, перпендикулярна пря-
мой с. Так как α ⊥ β (по условию), то а ⊥ b; а
⊥ с. Так что а ⊥ β. Что и требовалось дока-

зать.

59. Из точек А и В, лежащих в двух перпендикуляр-
ных плоскостях, опущены перпендикуляры АС и
BD на прямую пересечения плоскостей. Найдите
длину отрезка АВ, если:
1) АС = 6 м, BD = 7 м, CD = 6 м;
2) АС = 3 м, BD = 4 м, СD = 12 м;
3) AD = 4 м, ВС = 7 м, CD = 1 м;
4) AD = ВС = 5 м, CD = 1 м;
5) АС = а, CD = с, BD = b;
6) AD = а, ВС = b, CD = с.

Решим сначала пункт 5:
5) Пусть плоскости α и β перпендикулярны, CD — прямая пере-

сечения плоскостей, тогда АС⊥СВ и BD⊥AD. Тогда
В ∆АСВ:
АВ2 = АС2 + ВС2, но из ÄCDB  следует, что:
ВС2 = CD2 + BD2 = .22 bc +
Так что АВ2 = АС2 + CD2 + BD2 = .222 cba ++

То есть АВ = a b c2 2 2+ + .
Подставляя числа, получим решения пунктов 1 и 2:
1) АВ2 = 62 + 72 + 62 = 36 + 49 + 36 = 121 (м2);
АВ = 11 (м).
2) АВ2 = 32 + 122 + 42 = 9 + 144 + 16 = 169 (м2);
АВ = 13 (м).
Решим пункт 6:
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6) АВ2 = АС2 + ВС2, но
АС2 = AD2 − CD2 (из ÄACD ), так что

АВ = 222 BCCDAD +−  = .222 cba −+
4) AD = ВС = 5 м, CD = 1 м; подставляя числа получим:

АВ = 222 BCCDAD +−  = =+− 222 515 7 (м).
3) AB = 86414916 ==−+  (м).

60. Точка находится на расстоянии а и b от двух пер-
пендикулярных плоскостей. Найдите расстояние
от этой точки до прямой пересечения плоскостей.

Пусть перпендикулярные плоскости α и β пересекаются по прямой
с. Проведем перпендикуляры АВ, AD, АС. Тогда четырехугольник

ABCD — прямоугольник. АС = a b2 2+ . AC — искомое расстояние.
Осталось доказать, что точки А, В, С, D лежат в одной плоскости.

ВС — проекция АС на плоскость α, поэтому по теореме о трех
перпендикулярах ВС ⊥ с, ВС ⊥ β (задача 58). Так как AD ⊥ β, то по
теореме 18.4 прямые AD||ВС, а, значит, AD и BC лежат в одной
плоскости. Что и требовалось доказать.

Так что 22AC ba += .

61. Плоскости α и β перпендикулярны. В плоскости α
взята точка А, расстояние от которой до прямой с
(линия пересечения плоскостей) равно 0,5 м. В
плоскости β проведена прямая b, параллельная
прямой с и отстоящая от нее на 1,2 м. Найдите
расстояние от точки А до прямой b.
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Пусть α и β перпендикулярные плоскости. b || с; ВС = 1,2 м,
АВ = 0,5 м, где AB ⊥ c и BC ⊥ b. Тогда по теореме о трех перпенди-
кулярах AС ⊥ b. Так что AC – искомое расстояние и

АС = 3,169,15,02,1 2222 ==+=+ BCAB  (м).

62. Перпендикулярные плоскости α и β пересекаются
по прямой с. В плоскости α проведена прямая
а || с, в плоскости β — прямая b || с. Найдите рас-
стояние между прямыми а и b, если расстояние
между прямыми а и с равно 1,5 м, а между пря-
мыми b и с — 0,8 м.

Возьмем в плоскости α точку А на прямой а. По теореме о трех
параллельных прямых получаем, что а || в (так как а || с, в || с. Про-
ведем АС ⊥ с и СВ ⊥ b. Тогда по теореме о трех перпендикулярах
АВ ⊥ b. Так что АВ – искомое расстояние и АВ ⊥ СВ, так как α ⊥ β
(по условию); из прямоугольного треугольника АВС по теореме
Пифагора имеем:

АВ = СВ +АС2 2 = 22 0,8+1,5 = 89,2  = 1,7 (м).
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§18. Декартовы координаты и векторы
в пространстве

1. Где лежат те точки пространства, для которых ко-
ординаты х и у равны нулю?

Такие точки имеют координаты: А(0;0;z), т.е. точка А лежит на
оси z.

2. Даны точки А(1;2;3), В(0;1;2), С(0;0;3), D(1;2;0).
Какие из этих точек лежат:
1) в плоскости ху;
2) на оси z;
3) в плоскости yz?

Задача решена в учебнике п. 157 стр. 40.

3. Дана точка А(1;2;3). Найдите основание перпен-
дикуляров, опущенных из этой точки на коорди-
натные оси и координатные плоскости.

Построим координатный параллелепипед точки А. Отметим на
оси х — Аx(1;0;0); у — Ау(0;2;0); z — Аz (0;0;3).

Затем из точки Ах проведем две прямые, параллельную оси у и
оси z, из точки Ау — прямые параллельные оси x и оси z; из Аz —
параллельные оси х и оси у.

При пересечении прямых получаются точки Аxу, Ауz, Аxz. Тогда
2;AA xyx =  3;AA xzx =  1;AA xyy =

3;AA yzy =  1;AA xzz =  2.AA yzz =
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Перпендикулярами на координатные оси будут отрезки ААz, ААу;
АAх на координатные плоскости Аxу, Ауz, Аxz. Получаем что основа-
ния перпендикуляров: Аxу(1;2;0), Ауz(0;2;3), Аxz(1;0;3).

4. Найдите расстояния от точки (1;2;−3) до:
1) координатных плоскостей;
2) осей координат;
3) начала координат.

Строим координатный параллелепипед как в задаче 3 и находим
расстояния:

1) AАxу = |z| = 3; AАxz = |y| = 2; Ауz = |x| = 1, где (x; y; z) – коорди-
наты данной точки, то есть (x; y; z) = (1; 2; -3).

2) Далее по теореме Пифагора имеем:

ААх = y z2 2 4 9 13+ = + = ;

ААу = x z2 2 1 9 10+ = + = ;

ААz = y x2 2 4 1 5+ = + = .
3) АО2 = ААz

2 + АzО2 – по теореме Пифагора. Так что
АО2 = 5 + 9 = 14;
АО = 14 .
Так что расстояние до плоскостей: ху равно 3, yz равно 2, yz рав-

но 1; расстояние до осей координат равно соответственно 13 ,
10 , 5 ; расстояние до начала координат равно 14 .

5. В плоскости ху найдите точку D(х;у;0), равноуда-
ленную от трех данных точек: А(0;1;−1),
В(−1;0;1), С(0;−1;0).

Задача решена в учебнике п. 158 стр. 41.

6. Найдите точки, равноотстоящие от точек (0;0;1),
(0;1;0), (1;0;0) и отстоящие от плоскости yz на рас-
стояние 2.

Пусть искомая точка К(х;у;z). Тогда расстояние от точки К до
плоскости yz равно |х| (задача 4). То есть |х| = 2, значит х=−2 или
х=2. В каждом случае приравниваем квадраты расстояний от точки
К до точек А, В, С, имеющих координаты А(0;0;1), В(0;1;0), С(1;0;0)
равны, то есть
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;CKBKAK 222 ==

.)1()1()1( 222222222 zyxzyxzyx ++−=+−+=−++

Так что ,)1()1( 2222 zyzy +−=−+ откуда y = z и

,)1()1( 2222 zxzx +−=−+  откуда zx = . Так что 2±=== zyx .
Имеем точки: К1(2; 2; 2) и К2(-2; -2; -2).

7. На оси х найдите точку С(х;0;0), равноудаленную
от двух точек А(1;2;3), В(−2;1;3).

АС2 = (1 − х)2 + 22 + 32 = ВС2 = (−2 − х)2 + 12 + 32, то есть
1 − 2х + х2 + 4 + 9 = 4 + 4х + 4 + 1 + 9 + х2;
− 6х = 0;
х = 0. Так что С (0; 0; 0).

8. Составьте уравнение геометрического места точек
пространства, равноудаленных от точки А(1;2;3) и
начала координат.

Пусть М(x, y, z) – точка с данным свойством. Тогда
ОМ2 =АМ2, то есть
х2 + у2 + z2 = (х − 1)2 + (у − 2)2 + (z − 3)2;
х2 + у2 + z2 = х2 − 2х + 1 + у2 − 4у + 4 + z2 − 6z + 9;
2х + 4у + 6z − 14 = 0;
х + 2у + 3z − 7 = 0 — это уравнение плоскости.

9. Докажите, что четырехугольник ABCD с верши-
нами в точках А(1;3;2), В(0;2;4), с(1;1;4), D(2;2;2)
является параллелограммом.

Задача решена в учебнике п. 159 стр. 42.
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10. Докажите, что четырехугольник ABCD является
параллелограммом, если:
1) А(0;2;−3), В(−1;1;1), С(2;−2;−1), D(3;−1;−5);
2) А(2;1; 3), В(1;0;7), С(−2;1;5), D(−1;2;1).

Если диагонали четырехугольника пересекаются в одной точке и
пересечения делятся в ней пополам, то четырехугольник – паралле-
лограмм.

1) О1: х = 0 2
2
+  = 1, у = 2 2

2
−  = 0, z = − −3 1

2
 =

= −2 — середина АС;
О1(1;0;−2).

О2: х = − +1 3
2

 = 1, у = 1 1
2
−  = 0, z = 1 5

2
−  = −2 — середина ВС;

О2: (1;0;−2). Так что О1 = О2 и
ABCD — параллелограмм.

2) О1: х = 2 2
2
−  = 1, у = 1 1

2
+  = 1, z = 3 5

2
+  = 4;

О1(0;1;4).

О2: х = 1 1
2
−  = 0, у = 0 2

2
+  = 1, z = 7 1

2
+  = 4;

О2: (0;1;4); О1= О2, так что ABCD — параллелограмм.

11. Докажите, что четырехугольник ABCD является
ромбом, если:
1) А(6;7;8), В(8;2;6), С(4;3;2), D(2;8;4);
2) А(0;2;0), В(1;0;0), С(2;0;2), D(1;2;2).

1) Сначала докажем, что четырехугольник ABCD параллело-
грамм:

О1: х = 6 4
2
+  = 5, у = 7 3

2
+  = 5, z = 8 2

2
+  = 5; — середина АС;

О1(5;5;5).

О2: х = 8 2
2
+  = 5, у = 2 8

2
+  = 5, z = 6 4

2
+  = 5; — середина BD;

О2: (5;5;5). О1 = О2, так что
четырехугольник ABCD — параллелограмм.
Теперь докажем равенство двух соседних сторон:
АВ2 = (8 − 6)2 + (2 − 7)2 + (6 − 8)2 = 22 + 52 + 22 = 33;
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AD2 = (2 − 6)2 + (8 − 7)2 + (4−8)2 = 42 +12 +42 = 33, так что AB = AD
и ABCD — параллелограмм с равными сторонами, т.е. ромб.

2) О1: х = 
2

20 +  = 1, у = 
2

02 +  = 1, z = 
2

20 +  = 1 — середина АС;

О1(1;1;1).

О2: х = 
2

11+  = 1, у = 
2

20 +  = 1, z = 
2

20 +  = 1 — середина BD;

О2: (1;1;1). О1 = О2, так что
четырехугольник ABCD — параллелограмм.
АВ2 = (0 − 1)2 + (2 − 0)2 + (0 − 0)2 = 12 + 22 = 5;
AD2 = (0 − 1)2 + (2 − 2)2 + (2 − 0)2 = 12 + 22 = 5.
АВ = AD, так что
ABCD — параллелограмм с равными сторонами, т.е. ромб.

12. Даны один конец отрезка А(2;3;−1) и его середина
С(1;1;1). Найдите второй конец отрезка В(х;у;z).

Так как С – середина АВ, то

С(1;1;1) = C( 2
2
+ x ; 3

2
+ y ; − +1

2
z ), так что

2
2
+ x  = 1; 3

2
+ y  = 1; − +1

2
z  = 1;

х = 0; у = −1; z = 3; и В(0;−1;3).

13. Найдите координаты вершины D параллелограм-
ма ABCD, если координаты трех других вершин
известны:
1) А(2;3;2), В(0;2;4), С(4;1;0);
2) А(1;−1;0), В(0;1;−1), С(−1;0;1);
3) А(4;2;−1), В(1;−3;2), С(−4;2;1).

Диагонали параллелограмма пересекаются в одной точке и де-
лятся в ней пополам.
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1) О1 = О2, где О1 – середина АС, а О2 – середина BD.

О1: х = 
2

42 +  = 3, у = 3 1
2
+  = 2, z = 2 0

2
+  = 1;

О1(3;2;1). Поскольку О1 = О2, то
x
2

 = 3, х = 6; 2
2
+ y  = 2, у = 2; 4

2
+ z  = 1, z = –2,

так что D(6;2;−2).
2) О1 = О2;

О1 (
1 1

2
− ; − +1 0

2
; 0 1

2
+ );

О2 (
0

2
+ x ; 1

2
+ y ; − +1

2
z ), поэтому

0 = x
2

; х = 0; − 1
2

 = 1
2
+ y ; у = −2; 1

2
 = − +1

2
z ; z = 2.

так что D(0;−2;2).
3) О1 = О2;

О1 (
4 4

2
− ; 2 2

2
+ ; − +1 1

2
);

О2 (
1

2
+ x ; − +3

2
y ; 2

2
+ z ), поэтому

0 = 1
2
+ x ; х = −1; 2 = − +3

2
y ; у = 7; 0 = 2

2
+ z ; z = −2, так что

D(−1;7;−2).

14. Докажите, что середина отрезка с концами в точ-
ках А(а;с;−b) и В(−а;d;b) лежит на оси у.

Пусть М – середина АВ, тогда

М (
a a−

2
; c d+

2
; − +b b

2
), то есть

М (0; c d+
2

;0), так что М принадлежит оси у. Что и требовалось

доказать.

15. Докажите, что середина отрезка с концами в точ-
ках С(а;b;с) и D(p;q;−c) лежит в плоскости ху.

Пусть О – середина CD. Тогда
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О (
a p+

2
; b q+

2
; c c−

2
); О ( a p+

2
; b q+

2
; 0) ∈ ху, так как третья

координата равна нулю. Что и требовалось доказать.

16. Докажите, что преобразование симметрии относи-
тельно координатной плоскости ху задается фор-
мулами х′ = х, у′ = у, z′ = −z.

Пусть точка А симметрична точке А′.
Значит эти точки лежат на прямой, перпендикулярной плоскости

ху, находятся по разные стороны от плоскости ху и расстояния от А
и А′ до xy равны. Поэтому координаты х = х′; у = у′ и |z|= = |z′|. А так
как А и А′ по разные стороны относительно ху, то z′ = =−z. Следова-
тельно, х′ = х, у′ = у, z′ = −z. Что и требовалось доказать.

17. Даны точки (1;2;3), (0;−1;2), (1;0;−3). Найдите
точки, симметричные данным относительно коор-
динатных плоскостей.

Задача решена в учебнике п. 160 стр. 43.

18. Даны точки (1;2;3), (0;−1;2), (1;0;−3). Найдите
точки, симметричные им относительно начала ко-
ординат.

Точкой симметричной точке А(х;у;z) относительно начала коор-
динат является точка А′(−х;−у;−z). Так что:

1) (−1; −2; −3); 2) (0;1; −2); 3) (−1;0;3).
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19. Докажите, что преобразование симметрии относи-
тельно точки есть движение.

Движение — преобразование, при котором сохраняются рас-
стояние между точками.

Пусть А и В произвольные точки. А симметричные им относи-
тельно точки О, А′ и В′. Тогда

ОВ = ОВ′ и ОА = ОА′ так как О – точка симметрии и
∠ВОА = ∠В′ОА′ — вертикальные углы. Так что
∆АОВ = ∆А′ОВ′  (по 1-му признаку), значит, АВ = А′В′. Что и

требовалось доказать.

20. Докажите, что преобразование симметрии относи-
тельно плоскости есть движение.

(х1; у1; z1)

(х1; у1; z1)
(х2; у2; z2)

(х2; у2; z2)
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Возьмем произвольный отрезок АВ и рассмотрим преобразова-
ние симметрии этого отрезка относительно произвольной плоскости
α. Введем декартову систему координат так, чтобы оси x и y лежали
в плоскости α. Тогда во введенной системе координат концы отрез-
ка AB имеют координаты A(x1;y1;z1) и B(x2;y2;z2), а значит, при сим-
метрии они перейдут в точки A'(x1;y1;–z1) и B'(x2;y2;–z2) (согласно за-
даче 16).

Далее:
АВ2 = (х1 − х2)2 + (у1 − у2)2 + (z1 − z2)2;
(А′В′)2 = (х1 − х2)2 + (у1 − у2)2 + (−z1 + z2)2;

,)()( 2
12

2
21 zzzz −=− так что АВ = А′В′, следовательно, это пре-

образование есть движение.

21. Докажите, что при движении в пространстве круг
переходит в круг того же радиуса.

Возьмем окружность произвольного радиуса: ОА = r.
При движении отрезок переходит в отрезок: ОА→О′А′ (радиус

передвигаем и образуется круг). Каждая точка окружности перейдет
в другую точку (А→А′; О→О′; В→В′).

Радиус не изменяется, следовательно, круг переходит в круг
(точка О удалена на одно и то же расстояние от любой точки).

22. Докажите, что при движении в пространстве три
точки, лежащие на прямой, переходят в три точки,
также лежащие на одной прямой.

Возьмем произвольные три точки А, В, С, лежащие на одной
прямой.

Если В лежит между А и С, то АВ + ВС = АС, по определению
движения получаем, что А′В′ + В′С′ = А′С′. Это означает, что В′
лежит на прямой А′С′, и В′ лежит между А′и С′.
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Так как прямая, отрезок определяются двумя точками, то движе-
ние в пространстве переводит прямые в прямые.

23. Найдите значения а, b, c в формулах параллельно-
го переноса х′ = х + а, у′ = у + b, z′ = z + c, если при
этом параллельном переносе точка А(1;0;2) пере-
ходит в точку А′(2;1;0).

Задача решена в учебнике п. 163 стр. 45.

24. При параллельном переносе точка А(2;1;−1) пере-
ходит в точку А′(1;−1;0). В какую точку перехо-
дит начало координат?

Формулы параллельного переноса:
х′ = х + а, у′ = у + b, z′ = z + c. Так что А(х0;у0;z0)→А(х0′;у0′;z0′),

то а = х0′ − х0; b = у0′ − у0; с = z0′ − z0. В нашем случае
А(2;1;–1)→А′(1;−1;0); поэтому
а = 1 − 2 = −1; b = (−1) − 1 = −2; с = 0 − (−1) = 1. Так что начало

координат О(0;0;0) переходит в точку:
О′(0 + а; 0 + b; 0 + с) = О′(−1;−2;1).

25. Существует ли параллельный перенос, при кото-
ром точка А переходит в точку В, а точка С — в
точку D, если:
1) А(2;1;0), В(1;0;1), С(3; −2;1), D(2;−3;0);
2) А(−2;3;5), В(1;2;4), С(4;−3;6), D(7;−2;5);
3) А(0;1;2), В(−1;0;1), С(3;−2;2), D(2;−3;1);
4) А(1;1;0), В(0;0;0), С(−2; 2;1), D(1;1;1)?

Если такой параллельный перенос существует, то разности соот-
ветствующих координат этих пар точек должны быть равны. То
есть

а = хВ − хА = хD − хС; .CDAB yyyyb −=−=
с = zВ − zА = zD − zС. Имеем:
1) 1 − 2 = 2 − 3 = −1;
0 − 1 = −3 − (−2) = −1; но 1 − 0 ≠  0 − 1.
Значит, параллельного переноса не существует.
2) 1 − (−2) = 7 − 4 = 3; 2 − 3 ≠  −2 − (−3).
Значит параллельного переноса не существует.
3) −1 − 0 = 2 − 3 = −1; 0 − 1 = −3 − (−2) = −1;
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1 − 2 = 1 − 2 = −1.
Так что такой параллельный перенос существует.
4) 0 − 1 ≠  1 − (−2);
Значит, параллельного переноса не существует.

26. Докажите, что при параллельном переносе парал-
лелограмм переходит в равный ему параллело-
грамм.

Пусть ABCD – данный параллелограмм, а A', B', C', D' – точки, в
которые переходят A, B, C, D. Т.к. при параллельном переносе
плоскость переходит в параллельную ей плоскость (или в себя), то
плоскость А′В′C′D′ параллельна плоскости АВCD.

Т.к. при параллельном переносе точки смещаются по параллель-
ным (или совпадающим) прямым на одно и то же расстояние, то
AA' || BB' || CC' || DD' и AA' = BB' = CC' = DD'.

Так что в четырехугольнике AA'D'D противолежащие стороны
параллельны и равны, а, значит, AA'D'D — параллелограмм. Тогда
A'D' = AD и A'D' || AD.

Аналогично A'B' = AB и A'B' || AB; C'D' = CD и C'D' || CD;
B'C' = BC и B'C' || BC.

Т.к. две прямые, параллельные третьей, параллельны, то получа-
ем, что A'D' || B'C', A'B' || C'D'.

А, значит, A'B'C'D' — параллелограмм, равный параллелограмму
ABCD (т.к. соответствующие стороны равны). Что и требовалось
доказать.

27. Четыре параллельные прямые пересекают парал-
лельные плоскости в вершинах параллелограммов
ABCD и A1B1C1D1 соответственно. Докажите, что
параллелограммы ABCD и A1B1C1D1
совмещаются параллельным переносом.
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Т.к. отрезки параллельных прямых заключенных между парал-
лельными плоскостями, равны, то AA1 = BB1 = CC1 = DD1 = x.

Вершины параллелограмма ABCD переходят в вершины парал-
лелограмма A1B1C1D1 по параллельным прямым на одно и то же
расстояние x, а, значит, они смещаются на один и тот же вектор x , а
это и есть параллельный перенос.

Таким образом, параллелограммы ABCD и A1B1C1D1 совмеща-
ются параллельным переносом. Что и требовалось доказать.

28. Докажите, что преобразование гомотетии в про-
странстве является преобразованием подобия.

Пусть S – центр гомотетии, тогда 
SB`
SB

SA`
SA =  и ,111 BSASAB ∠=∠

так что ∆SAB∼∆SA1В1, значит
А В
АВ

SА
SА

1 1 1= = К, аналогично, В С
ВС

SВ
SВ

1 1 1= = К.

А С
АС

SА
SА

1 1 1= = К, где К – коэффициент гомотетии.
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Следовательно, А В
АВ

1 1 = В С
ВС
1 1 = А С

АС
1 1 = К, и по третьему призна-

ку ∆АВС ∼А1В1С1, то есть преобразование гомотетии в пространст-
ве является преобразованием подобия. Что и требовалось доказать.

29. Три прямые, проходящие через точку S, пересе-
кают данную плоскость в точках А, В, С, а парал-
лельную ей плоскость в точках А1, В1, С1. Дока-
жите, что треугольники АВС и А1В1С1
гомотетичны.

Имеем AB || A1B1; AC || A1C1; BC || B1C1, т.к. эти прямые лежат в
плоскостях SA1B1, SA1C1, SB1C1 соответственно, и в параллельных
плоскостях α и β. Так что ∠SAC = ∠SA1C1, ∠SCA = ∠SC1A1, как
соответственные.

И значит, ∆SAC ~ ∆SA1C1 (по двум углам). Аналогично,
∆SAB ~ ∆SA1B1, ∆SBC ~ ∆SB1C1.

Из подобия треугольников следует:

11 SC
SC

=
SA
SA

 (∆SAC ~ ∆SA1C1), 
11 SB

SB
=

SA
SA

 (∆SAB ~ ∆SA1B1).

Так что k=
SB
SB

=
SC
SC

=
SA
SA

111
,

т.е. SA1 = 
K
1 SA, SB1 = 

K
1 SB, SC1 = 

K
1 SC, где К — коэффици-

ент подобия.
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А, значит, ∆ABC и ∆A1B1C1 гомотетичны. Что и требовалось
доказать.

30. Прямая а лежит в плоскости α, а прямая b пер-
пендикулярна этой плоскости. Чему равен угол
между прямыми а и b?

Через точку пересечения b и a в плоскости α проведем прямую
а1 параллельно a. Тогда b ⊥ a1, а, значит, b ⊥ a (теорема 18.3), т.е.
угол между прямыми а и b равен 90°.

31. Даны три точки, не лежащие на одной прямой.
Чему равен угол между прямыми СА и СВ, Если
эти прямые образуют углы α и β с прямой АВ и
α + β < 90°?

Рассмотрим три случая:

1) Искомый угол x – внешний угол треугольника АВС. Но тогда
он равен сумме двух внутренних углов, не смежных с ним, то есть

х = α + β.

2) Внешний угол α = β + х, тогда х = α − β.
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3) Внешний угол β = α + х, тогда х = β − α.
Так что x = α + β или x = |α − β|.

32. Прямые а, b, с параллельны одной и той же плос-
кости. Чему равен угол между прямыми b и с, ес-
ли углы этих прямых с прямой а равны 60° и 80°?

Существуют прямые a’, b’ и c’, параллельные прямым a, b и c,
лежащие в одной плоскости. Углы между a’, b’,  c’ равны углам
между a, b и c.

1) α + 60° + 80° = 180°; α = 40°.

2) α + 60° = 80°; α = 20°.

33. Докажите, что любая прямая на плоскости, пер-
пендикулярная проекции наклонной на эту плос-
кость, перпендикулярна и наклонной. И обратно:
если прямая на плоскости перпендикулярна на-
клонной, то она перпендикулярна и проекции на-
клонной.

Задача решена в учебнике п. 165 стр. 47.
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34. 1) Докажите, что прямая, пересекающая парал-
лельные плоскости, пересекает их под равными
углами.
2) Докажите, что плоскость, пересекающая па-
раллельные прямые, пересекает их под равными
углами.

1) В параллельных плоскостях α и β, через точки пересечения их
с данной прямой а проведем прямые b и с, параллельные между со-
бой. Углы γ и ϕ равны (соответственные углы при параллельных
прямых b и с, секущей а). Что и требовалось доказать.

2) В плоскости α проведем прямую с, через точки пересечения
ее с прямыми а и b.

Тогда угол β равен углу γ (соответственные углы при параллель-
ных прямых а и b, секущей с). Что и требовалось доказать.

35. Точка А отстоит от плоскости на расстояние h.
Найдите длины наклонных, проведенных из этой
точки под следующими углами к плоскости:
1) 30°; 2) 45°; 3) 60°.

Задача решена в учебнике п. 166 стр. 48.

36. Наклонная равна а. Чему равна проекция этой на-
клонной на плоскость, если наклонная составляет
с плоскостью угол, равный: 1) 45°; 2) 60°; 3) 30°?
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Пусть AC – данная наклонная. Тогда опустим перпендикуляр АВ
на плоскость α.

Значит треугольник АВС — прямоугольный. Так как ∠В = =90°.
∠С = ∠D – по условию. ВС — проекция наклонной АС на плос-
кость α. Тогда BC = AC ⋅ cos α = a ⋅ cos α. Так что:

1) α = 45°; ВС = а⋅cos45° = а ;
22

2 a=

2) α = 60°; ВС = а⋅cos60° =
22

1 aa =⋅ ;

3) α = 30°; ВС = а⋅cos30° =
2

3
2
3 aa =⋅ .

37. Отрезок длиной 10 м пересекает плоскость, концы
его находятся на расстояниях 2 м и 3 м от плоско-
сти. Найдите угол между данным отрезком и
плоскостью.

Из концов А и В, данного отрезка опустим перпендикуляры АА1

и ВВ1 на плоскость. Тогда АА1 = 2 м, ВВ1 = 3 м, АВ = 10 м. 1BOB∠  -
искомый.

Проведем АС ⊥ ВВ1, тогда OB1||AC и .BOBBAC 1 ϕ=∠=∠
В прямоугольном треугольнике АСВ:
АВ = 10м, ВС = ВВ1 + В1С = ВВ1 + АА1 = 5 (м).
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sinϕ = ВС
АВ

; sinϕ = 5
10

 = 1
2

; так что ϕ = 30°.

38. Из точки, отстоящей от плоскости на расстояние
а, проведены две наклонные, образующие с плос-
костью углы 45° и 30°, а между собой прямой
угол. Найдите расстояние между концами наклон-
ных.

Пусть DC и DB данные наклонные.
Проведем AD — перпендикуляр к плоскости α. АВ и АС — про-

екции наклонных DB и DC на плоскость α. Треугольники DAB и
DAC — прямоугольные. Так что

DC = а : sin45° = a 2 ;
DB = а : sin30° = 2a.
Далее, ∆BDC — прямоугольный (по условию).
Тогда по теореме Пифагора:

ВС = .6642DCDB 22222 aaaa ==+=+

39. Из точки, отстоящей от плоскости на расстояние
а, проведены две наклонные, образующие с плос-
костью углы 45°, а между собой угол 60°. Найдите
расстояние между концами наклонных.
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Пусть D – данная точка. DB и DC – наклонные. Проведем
AD — перпендикуляр к плоскости α.
Тогда АВ и АС — проекции наклонных на плоскость α.
Тогда ÄABD  и ÄACD  — прямоугольные, равнобедренные. Так

что АВ = АC = AD = а.
Из этих же треугольников находим:
DC = DB = а : sin45° = а 2 .
Так что ∆BDC — равнобедренный, а поскольку ∠BDC = 60°, то

значит треугольник BDC — равносторонний, т.е.
DB = DC = ВС = а 2 .

40. Из точки, отстоящей от плоскости на расстояние
а, проведены две наклонные под углом 30° к
плоскости, причем их проекции образуют угол
120°. Найдите расстояние между концами наклон-
ных.

Пусть А – данная точка, АВ и АС – наклонные. Проведем
AD — перпендикуляр к плоскости α, BD и DC — проекции на-

клонных на плоскость α.
Тогда BD = DC = а : tg30° = a⋅ctg30° = a 3 .

Далее, ВК = a 3 ⋅cos30° = a 3 3
2
⋅  = 3

2
a  (где К–середина ВС)



87

Так что ВС = 2ВК = 2⋅
3
2
a  = 3а.

41. Через катет равнобедренного прямоугольного
треугольника проведена плоскость под углом 45°
ко второму катету. Найдите угол между гипотену-
зой и плоскостью.

Пусть АВС – данный треугольник.
АС = ВС = а (по условию).
Тогда АВ = а : cos45° = а 2 .
Опустим перпендикуляр BD на плоскость α.
∠BCD = 45° (по условию). Поэтому

BD = ВС⋅cos45° = a 2
2

=
a
2

;

∆ABD — прямоугольный, ∠γ = ∠BAD;

АВ = а 2 ; BD = a
2

.

Так что sinγ = BD
AB

= a
2

 : а 2 = 1
2

; γ = 30°.

42. Докажите, что плоскость, пересекающая парал-
лельные плоскости, пересекает их под равными
углами.
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Пусть даны плоскости α || β и γ пересекает их по прямым АВ и
CD соответственно.

Тогда АВ || CD (по свойствам параллельных плоскостей).
Из рисунка заметим, что углы ϕ и λ — искомы. Это линейные

углы двугранных углов, образованных плоскостями α, β и γ.
∠ϕ = ∠λ, так как это соответственные углы при параллельных

прямых АВ и CD, и секущей с. Что и требовалось доказать.

43. Две плоскости пересекаются под углом 30°. Точка
А, лежащая в одной из этих плоскостей, отстоит
от второй плоскости на расстояние а. Найдите
расстояние от этой точки до прямой пересечения
плоскостей.

Задача решена в учебнике п. 167 стр. 49.

44. Найдите угол между плоскостями, если точка,
взятая на одной из них, отстоит от прямой пере-
сечения плоскостей вдвое дальше, чем от второй
плоскости.

Пусть β и γ пересекаются по прямой CD. γ∈A . Проведем
CDAB⊥  и β⊥1AA . Тогда искомый угол АВА1 равен α. Пусть

АА1=а, тогда АВ = 2а.
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Треугольник АВА1 прямоугольный, поэтому

sinα = АА
АВ

1 = a
a2

= 1
2

, так что α = 30°.

45. Два равнобедренных треугольника имеют общее
основание, а их плоскости образуют угол 60°.
Общее основание равно 16 м, боковая сторона од-
ного треугольника 17 м, а боковые стороны друго-
го перпендикулярны. Найдите расстояние между
вершинами треугольников.

Пусть АВС и АВD данные треугольники. Е – середина АВ (ос-
нование). Тогда возможны 2 случая:

1)

1) ∠CED = 60° (так как DE и СЕ – медианы и высоты).

Тогда СЕ = АС АЕ2 2− = 17 82 2− = 15 (м).

Рассмотрим прямоугольный ∆ DEB: DE = 1
2
АВ = 8 м

(так как °=∠=∠ 45EDAEAD ).
Далее, по теореме косинусов:
CD2 = СЕ2 + DE2 − 2⋅СE⋅DE⋅cosα = 152 + 82 − 2⋅15⋅8⋅0,5; то есть
CD2 = 169 (м2), и
CD = 13 м.
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2)

2) ∠CED = 180° - °=∠ 120α .
Тогда CD2 = СЕ2 + DE2 − 2⋅СE⋅DE⋅cos(120°) =
= 152 + 82 + 2⋅15⋅8⋅0,5 = 409 (м2) и CD = 409  м.

46. Равнобедренные треугольники АВС и ABD с об-
щим основанием АВ лежат в различных плоско-
стях, угол между которыми равен α. Найдите
cosα, если:
1) АВ = 24 см, АС = 13 см, AD = 37 см,
CD = 35 см;
2) АВ = 32 см, АС = 65 см, AD = 20 см,
CD = 63 см.

Как и в предыдущей задаче CED∠  - искомый.

1) АЕ = 1
2
АВ = 12 см (СЕ — медиана).
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В ∆АЕС:

СЕ = АС АЕ2 2− = 1441691213 22 −=−  = 5 (см).
В ∆AED:

DЕ = АD АЕ2 2− = 14413691237 22 −=−  = 35 (см).
В ∆СED:

cosα =
7552

55
3552

35355
EDCE2

CDEDCE 222222

⋅⋅⋅
⋅=

⋅⋅
−+=

⋅⋅
−+  = 1

14
.

2) АЕ = 16AB
2
1 = см.

В ∆АЕС:

СЕ = АС АЕ2 2− = 25612251665 22 −=− = 63 (м).
в ∆AED:

DЕ = АD АЕ2 2− = 2564001620 22 −=− = 12 (м).
В CED∆  по теореме косинусов:

cosα = .
21
2

632
12

63122
631263

EDCE2
CDEDCE 222222

=
⋅

=
⋅⋅

−+=
⋅⋅

−+

47. Катеты прямоугольного треугольника равны 7 м и
24 м. Найдите расстояние от вершины прямого
угла до плоскости, которая проходит через гипо-
тенузу и составляет угол 30° с плоскостью тре-
угольника.

Пусть АСВ – данный треугольник. Проведем CD ⊥ α, где плос-
кость α проходит через гипотенузу АВ и образует ∠ϕ = 30°. Прове-
дем СЕ ⊥АВ. Тогда .30CED °=∠=∠ ϕ

Далее, АВ = АС ВС2 2+ = 62549576724 22 =+=+ = 25 (м).
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Далее, S∆АВС =
1
2

⋅CE⋅AB, с другой стороны:

S∆АВС= 1
2
АС⋅BС, так что 1

2
CE⋅AB = 1

2
АС⋅BС;

СЕ = АС ВС
АВ

⋅ = 24 7
25

⋅ = 6,72 (м).

Из ∆CDE найдем искомое расстояние:

CD = СЕ⋅sinϕ = 6,72⋅sin30° = 6,72⋅
1
2

 = 3,36 (м).

48. Дан равносторонний треугольник со стороной а.
Найдите площадь его ортогональной проекции на
плоскость, которая образует с плоскостью тре-
угольника угол, равный: 1) 30°; 2) 45°; 3) 60°.

Пусть ABC∆ - данный, равносторонний.
Проведем высоту СЕ, и CD – перпендикуляр к плоскости α.
Тогда по теореме о трех перпендикулярах ее проекция ED будет

высотой треугольника ADB, угол CED — угол между плоскостями
ACD и α, т.е. ∠CED = ϕ.

Из прямоугольного треугольника CED: ED = СЕ⋅cosϕ.
ADB — ортогональная проекция треугольника АСВ на плос-

кость α. Тогда

SADB =
1
2

⋅АВ⋅DE = 1
2
АВ⋅СЕ⋅cosϕ = SАВС⋅cosϕ. Но SABC = ,

4
32a

так как ÄABC  — равносторонний.

Тогда SАDB = .cos
2

3 ϕa

Так что:
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1) °=ϕ 30 ; SADB = a2 3
4

⋅
3

2
= 3

8

2a ;

2) ϕ = 45°; SADB = a2 3
4

⋅ 2
2

=
8

62a
;

3) ϕ = 60°; SADB = a2 3
4

⋅
1
2

 = a2 3
8

.

49. 1) Найдите площадь треугольника ортогональной
проекции треугольника АВС из задачи 46 на
плоскость треугольника ABD.
2) Найдите площадь треугольника ортогональной
проекции треугольника АВD из задачи 46 на
плоскость треугольника ABС.

1) SABD′ = SАВС⋅cosα, где АВD′ – ортогональная проекция ÄABC
на ÄABD.

Но SАВС = 1
2
СЕ⋅АВ = 1

2
⋅5⋅24 = 60 (см2);

SABD’ = 60⋅cosα = 60⋅
1

14
= 30

7
= 4 2

7
 (см2) (смотри решение задачи 46).

2) SABС′ = SАВD⋅cosα, где ÄABC'  — ортогональная проекция
ÄABD на ÄABC.

Но SABD = 1
2

⋅ED⋅AB = 1
2

⋅12⋅32 = 192 (см2).

Так что SАВС’ = 192⋅
2
21

= 128
7

= 18 2
7

 (м2) (смотри решение задачи 46).
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50. Даны четыре точки А(2;7;−3), В(1;0;3), С(−3;−4;5),
D(−2;3;−1). Найдите среди векторов AB , BC , DC ,
AD , AC и BD  равные векторы.

Задача решена в учебнике п. 169 стр. 51.

51. Даны три точки А(1;0;1), В(−1;1;2), С(0;2;−1).
Найдите точку D(х;у;z), если векторы AB  и CD
равны.

AB  = (−1 − 1;1 − 0;2 − 1) = (−2;1;1);
CD  = (х − 0;у − 2;z + 1); так как AB  = CD , то получаем:
х − 0 = −2, х = −2; у − 2 = 1, у = 3;
z + 1 = 1, z = 0. Так что D(−2;3;0).

52. Найдите D(х;у;z), если сумма векторов AB  и CD
равна нулю. А(1;0;1), В(−1;1;2), С(0;2;−1).

AB  = (−1 − 1;1 − 0;2 − 1) = (−2;1;1);
CD  = (х − 0;у − 2;z + 1) = (x; y-2; z+1)

AB  + CD =0, то есть 
− + =

+ − =
+ + =








2 0
1 2 0
1 1 0

x
y
z

 |
2

1
2

=
=
=

z
y
x

.
 Так что D(2;1;−2).

53. Даны векторы ( )3n,,2  и ( )m,2,3 . При каких m и n
эти векторы коллинеарны?

Для того чтобы векторы были коллинеарны, их координаты
должны быть пропорциональны то есть

2
3

= n
2

= 3
m

, то есть 2
3

= n
2

; n = 4
3

; 2
3

= 3
m

; m = 9
2

.

54. Дан вектор a (1;2;3), найдите коллинеарный ему
вектор с началом в точке А(1;1;1) и В на плос-
кости ху.

Задача решена в учебнике п. 170 стр. 52.
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55. При каком значении n данные векторы перпенди-
кулярны:
1) a (2;−1;3), b (1;3;n);
2) a (n;−2;1), b (n;−n;1);
3) a (n;−2;1), b (n;2n;4);
4) a (4;2n;−1), b (−1;1;n)?

Условие перпендикулярности записывается как:
a ⋅ b = 0.
1) a ⋅ b = 2⋅1 + 3⋅(−1) + 3n = 0; 2 – 3 + 3n = 0;

3n = 1; n = 1
3

;

2) a ⋅ b = n⋅n + (−2)⋅(−n) + 1⋅1 = 0;
n2 + 2n + 1 = 0; (n + 1)2 = 0; n + 1 = 0; n = −1;
3) a ⋅ b = n⋅n + 2n⋅(−2) + 1⋅4 = 0;
n2 − 4n + 4 = 0; (n − 2)2 = 0; n – 2 = 0; n = 2;
4) a ⋅ b = 4⋅(−1) + 2n⋅1 + (−1)⋅n = 0; -4 + 2n – n = 0;
n − 4 = 0; n = 4.

56. Даны три точки А(1;0;1), В(−1;1;2), С(0;2;−1).
Найдите на оси z такую точку D(0;0;с), чтобы век-
торы AB  и CD  были перпендикулярны.

Условие перпендикулярности записывается:
AB ⋅ CD  = 0. Далее AB  = (−1 − 1;1 − 0;2 − 1) = (−2;1;1);
CD  = (0 − 0;0 − 2;с + 1) = (0;−2;с + 1). Так что
AB ⋅ CD  = −2⋅0 + (−2)⋅1 + (с + 1)⋅1 = 0;
−2 + с + 1 = 0; с − 1 = 0; с = 1.

57. Векторы a  и b  образуют угол 60°, а вектор c им
перпендикулярен. Найдите абсолютную величину
вектора a + b + c .

По условию:
a ^ b = 60°; a ^ c = 90°; b ^ c = 90°,

имеем: | a + b + c | = ( )a b c+ + 2 ;
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(( a + b ) + c )2 = ( a + b )2 + 2 c ( a + b ) + c 2 =
= a 2 + b 2 + 2 a · b + 2 a · c + 2 b · c + c 2 =
= a 2 + b 2 + c 2 + 2 a · b + 2 a · c + 2 b · c ;
a ⋅ c = 0, b ⋅ c = 0 (по условию, так как ca⊥  и cb ⊥ ), то
(( a + b ) + c )2 = a 2 + b 2 + c 2 + 2 a · b , но также

a ⋅ b = | a |⋅| b |⋅cos60° = 1
2

⋅| a |⋅| b |. Так что окончательно:

| a + b + c |= ( )a b c+ + 2 = | | | | | | | | | |a b c a b2 2 2+ + + ⋅ .

58. Векторы a , b , c  единичной длины образуют
попарно углы 60°. Найдите угол между вектора-
ми:
1) a  и b + c ; 2) a  и b − c .

Имеем: a ⋅ b = a ⋅ c = b ⋅ c = 1⋅1⋅cos60° = 1
2

;

a 2 = b 2 = c 2 = 1. Так что:

1) a ⋅( b + c ) = a ⋅ b + a ⋅ c = 1
2

+ 1
2

= 1;

| b + c | = ( )b c+ 2 = cbcb 222 ++ = 1 1 1+ + = 3 ; поэтому

cosϕ = a b c
a b c
⋅ +
⋅ +
( )

| | | |
= 1

1 3⋅
= 1

3
, где φ – искомый угол.

Так что φ ≈ 54°44’;

2) a ⋅( b − c ) = a · b − a · c = 1
2

−
1
2

= 0, cosφ = 0
)(

=
−

−⋅

cba
cbav ,

значит, ϕ = π
2

= 90°.

59. Даны четыре точки А(0;1;−1), В(1;−1;2), С(3;1;0),
D(2;−3;1). Найдите косинус угла ϕ между векто-
рами АВ и CD.

Задача решена в учебнике п. 170 стр. 53.
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60. Даны три точки А(0;1;−1), В(1;−1;2), С(3;1;0).
Найдите косинус угла С треугольника АВС.

∠С — угол между векторами CA  и CB . Но
CA  = (0 − 3;1 − 1;−1 − 0) = (−3;0;−1);
CB  = (1 − 3;−1 − 1;2 − 0) = (−2;−2;2), далее
| CA | = 9 0 1 10+ + = ; | CB | = 4 4 4 12+ + = = 2 3 ;

4262)1()2(0)2)(3(CBCA =−=⋅−+−⋅+−−=⋅ .

Так что cosC = 
|||| CDCA

CBCA
⋅
⋅ = 4

10 3 2⋅ ⋅
 = 2

30
= 2

15
.

61. Докажите, что угол ϕ между прямыми, содержа-
щими векторы a  и b , определяется из уравне-
ния:

ba  = | a |⋅| b |⋅cosϕ.

b − a

Рассмотрим ∆АСВ, где ,AC a= b=AB  и .abCB −=  По теореме
косинусов:

ВС2 = АС2 + АВ2 − 2⋅АС⋅АВ⋅cosϕ, то есть
( a  − b )2 = a 2 + b 2 − 2⋅| a |⋅| b |⋅cosϕ.



98

( a  − b )2 = a 2 + b 2 − 2⋅ a ⋅ b , так что
a 2 + b 2 − 2⋅| a |⋅| b |⋅cosϕ = a 2 + b 2 − 2⋅ a ⋅ b , то есть
a ⋅ b  =⋅| a |⋅| b |⋅cosϕ. Что и требовалось доказать.

62. Из вершины прямого угла А треугольника АВС
восставлен перпендикуляр AD к плоскости тре-
угольника. Найдите косинус угла ϕ между векто-
рами ВС и BD, если угол ABD равен α, а угол
АВС равен β.

∠ϕ = ∠DBC.
Проведем DE ⊥ ВС.
По теореме о трех перпендикулярах АЕ ⊥ ВС.
Так что треугольники BAD и ВАЕ —

прямоугольные
Так что ВА = BD⋅cosα;
ВЕ = ВА⋅cosβ = BD⋅cosα⋅cosβ. Далее,

cosϕ = 
BD
BE =

BD
βαBD coscos ⋅⋅ =

=cosα⋅cosβ.

63. Наклонная образует угол 45° с плоскостью. Через
основание наклонной проведена прямая в плоско-
сти под углом 45° к проекции наклонной. Найдите
угол ϕ между этой прямой и наклонной.

Пусть SB — данная наклонная, ВА —
ее проекция, то есть SA – перпендикуляр.

Тогда °=∠ 45SBA  (по условию).
∠SBE – искомый; ∠SBA=∠СВА = 45°;

АВ = SB⋅cosSBA = SB⋅ 2
2

= SB
2

(из ÄSBA , где °=∠ 90A ).

СВ = АВ⋅cosСВА = CB
2

⋅
2

2
= SB

2
( по теореме о трех перпенди-

кулярах АС⊥ВЕ, и треугольник СВА — прямоугольный);
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∠ SBC = φ в прямоугольном ÄSBC .

Тогда cosϕ = BC
SB

SB
2

= : SB = 1
2

, так что

ϕ = 60° — искомый угол.

64. Из точки вне плоскости проведены перпендикуляр
и две равные наклонные, образующие углы α с
перпендикуляром. найдите угол ϕ между проек-
циями наклонных, если угол между наклонными
β.

Пусть АВ и АС – данные наклонные, АО – перпендикуляр.
Тогда искомый угол ϕ = ∠ВОС – искомый.
ОВ = ОС = а (как равные проекции равные наклонные).
Рассмотрим ∆ВОС:

cosϕ = 2

22222

2
BC-2

=
OCOB2

BC-OC+OB
a

a
.

Далее, АВ = АС.
Далее из :ÄBAC  .cosAC2ABACABBC 222 β⋅⋅−+=

Но АВ = АС =
αsin

a
 (из AOB∆ ). Так что

α
β−

α
+

α
=

2

2

2

2

2

2
2

sin
cos2

sinsin
BC aaa

и .
sin

coscos)
sin

cos1(1
2

)
sin

cos1(22
cos

2

2

22

2
22

α
α−β=

α
β−−=α

β−−
=ϕ

a

aa


